Vorlesung ”Einfiihrung in die Quantentheorie”
Zusatz zu Abschnitt 4.2

Bestimmung der Drehimpulseigenfunktionen

Lose die Eigenwertprobleme fiir 12 und I,:

EX(0,9) = RAX(,9) (1)
Lx(p) = hux(¥, ) (2)
Hier bezeichnet (9, ¢) den Winkelanteil einer Wellenfunktion in Polarkoordinaten;
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(a) Losen mit Produktansatz x (¢, ¢) = ©(9)P(p)

(b) Einsetzen des Ansatzes in (2) liefert Differentialgleichung fiir ®(y):

Allgemeine Losung: ®(p) = e?

Wegen physikalischer Bedeutung mufi ®(¢) periodisch sein, d. h. ®(0) = &(27).
Dies ist nur moglich fiir =0, +1,+2, ...

= FEigenwerte von l;: hu=hmhm , m=0,%£1,%£2 ...

zugehorige (normierte) Eigenfunktionen: ®,,(¢) = \é—ﬂeim‘f’
(c) Einsetzen vom x,, (¢, ¢) = ©(9)P,, () in (1) liefert Differentialgleichung fiir ©(4):
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(d) Betrachte zunéchst den Fall m = 0:
Fiihre die neue Variable € ein: ¢ =cos?d |, —1<E<1

und die Funktion P(¢):
P(¢) = O(arccos &) bzw. O(1) = P(cosd)
Einsetzen in (5) liefert folgende Differentialgleichung fiir P(¢):
(1= €)P"(€) —26P'(€) + AP(§) =0 (6)

Ab jetzt geht es wie beim harmonischen Oszillator weiter:



(1) Potenzreihenansatz P(£) = > 00 an&"
(77) Rekursionsgleichung fiir Koeffizienten:
nn+1)— A
n+1)(n+2)
Man erhélt gerade Losungen fiir ag = 1 und a; = 0; ungerade Losun-
gen fiir ag = 0 und a; = 1. Allgemein ergeben sich keine physikalischen

Losungen, da sich die Potenzreihe asymptotisch wie die geometrische Rei-

he 3500 (€3 = 17162 verhilt, d. h. fiir § = &1 divergiert (es gilt “222 — 1

Ap4+2 = (

n

fiir n — o).
Eine physikalische Losung existiert nur, wenn die Reihe abbricht, d. h. fiir
A=Ill+1) , 1=0,1,2,.... Es ergeben sich Polynomlésungen P;(¢),
1=0,1,2,... (Legendre—Polynome).

(i73) Eigenschaften der Legendre-Polynome (ohne Beweis):

1 o

P& = ﬁa—gl@? — 1) (Rodriguez — Formel)
1 2 -
legﬂ(g)ﬂ/ (&) = ST 15”/ (Orthogonalitét)
1 o
= =163 (erzeugende Funktion)
(1 — 2hE + h2)1/? g

({+1)P(&) — U+ 1ERE) +IP1() =0 (Rekursionsbeziehung)

(e) Im Fall m # 0 erfiillen die assoziierten Legendre—Polynome

dm
B = (1 - fQ)m/Qd?sz(ﬁ) , m=0,1,...,1

die Differentialgleichung
2
(1= €)P"() = 26P(€) + (A~ ) PO =0

mit A = [({ 4+ 1). Ersetzt man schlieBlich wieder die Variable £ durch cosd, so
erhélt man die normierten Drehimpulseigenfunktionen

—1)"™ Ny P (cos?)e™ 3 m >0
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Nl‘m‘Pl‘m‘(cos 9™ m <0
mit Normierungsfaktoren

N (2= m) 2
e\ ar (Il +m)!

PY(0,0) = BAI+1)Yim(¥,9) , 1=0,1,2,...
lz%m@%@) = hm}/}m(,ﬁuw) ) m:07i177j:l



