Zur Mathematik der Hermite-Polynome
Anlage zum QT-Ubungsblatt 8

1. Rodriguez-Formel
Die Hermite-Polynome H,,(z) lassen sich in einfacher Weise sukzessive aus den
Ableitungen der Funktion

erzeugen:

f(z) = —2ze~

F') = (42—

f®() = (=1)"Ha(2)e .

Hier bezeichnet H,(z) das n—te Hermite Polynom. Allgemein lautet die Def-
inition (Rodriguez-Formel)

H,(z)= (—1)”ez2% (e’z2>

2. Erzeugende Funktion
Betrachte

— Z — f (")(z) (Taylorentwicklung nach \)
n!
n=0

e e

)\n

= Zm(—l)"[{n(z)e_z2 (nach 1.)
n=0
L2 =
fe=Ne” = YA )
n=0
also gilt
e o= A7
w(z,\) = PN = Z an(z) (%)
n=0 ’

Die Funktion w(z,A) wird als erzeugende Funktion der Hermite-Polynome
bezeichnet. Die Hermite-Polynome tauchen hier als die z—abhangigen Koef-
fizienten einer Taylor-Reihe in A auf.



3. Rekursionsrelationen
Differenziert man Gleichung () partiell nach A, folgt

ow(z,A) = A"!
on nzl =)

Ausgeschrieben bedeutet das

A" 0 )\nJrl 0 )\nfl 0 n
nzogzzﬂ W(2) — Qg—n! H,(z) = ; o 1>!Hn(z) - HZ:O ~Hy ()
Mit
%0 \n+l . )\l > A"
> ) = Z G D) = nE%—.an—M

(kein Beitrag fiir n=0!)
erhalt man die sehr nitzlichen Rekursionsrelationen

H,1(2) — 22H,(2) +2nH,_1(2) = 0.

4. Differentialgleichungen
Analog liefert die partielle Differentiation von (x) nach z

ow(z, A AT
% =2 \w(z,\) = Z —H, (2).

Wegen

A"

=2 i

n=0
folgt
H (z) = 2nH,_1(2)
Differentiation der Rodriguez-Formel liefert
8Hn(z) n 22 8” 22 n 22 8n+1 _ 52
9z (=1)"2ze ozn (6 >+(_1) © Ganti (6 )’

also
H.(2) = 22H,(2) — Hy1(2).

n
Durch Gleichsetzen erhalt man wieder die Rekursionsrelationen. Nochmaliges
Differenzieren liefert dann

1"

H,(2) = 2H,(2) +22H,(2) — H,,(2)

= 2H,(2) 4+ 22H,(2) — 2(n + 1)H,(2),
also
H, (z) —2zH,(2) + 2nH,(z) = 0

Diese Differentialgleichungen zeigen, dass die Polynome H,(z) in der Tat die
bei der Losung der (zeitunabhéngigen) Schrodinger-Gleichung fiir den har-
monischen Oszillator auftretenden Hermite-Polynome sind.



5. Orthogonalitatsrelationen
Die Hermite-Polynome erfiillen die folgende Orthogonalitéitsrelation

/ ¢ Hy(2)Hp(2)dz = V2" nl8,, -
Dazu betrachte man

[e.e]

/ e w(z, thw(z, s)dz = / 6_z2622(t+8)6_t2_82d22/ e~ (= (t+s))? 20 g,

e} —00
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oo
= Vr=)_ V.
n
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Andererseits gilt

Ooe_ZQw(z,t)w(z,s)dz I iHn(z)t—i iHm(z)S—i
f [ (Emos) (Emor)

[e.e]

Der Vergleich liefert

/ ¢ Hy(2)Hyp(2)dz = V216,

—00



