Beiblatt: Zur Mathematik der Hermite-Polynome

1. Rodriguez-Formel

Die Hermite-Polynome H,,(z) lassen sich in einfacher Weise sukzessive aus den
Ableitungen der Funktion

flz) =€~
erzeugen:

2

f(z) = —2ze*
"(2) = (422 —2)e 7
M) = (1) Ha(2)e

Hier bezeichnet H,(z) das n—te Hermite Polynom. Allgemein lautet die Def-
inition (Rodriguez-Formel)

Hy(2) = (—1)"622% (efzz)

2. Erzeugende Funktion

Betrachte
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n=0
NP e
— Zm(—l) H,(z)e (nach 1.)
n=0
f-Net = YA e)
n=0
also gilt
2A— S A"
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Die Funktion w(z,\) wird als erzeugende Funktion der Hermite-Polynome
bezeichnet. Die Hermite-Polynome tauchen hier als die z—abhéngigen Koef-
fizienten einer Taylor-Reihe in A auf.




3. Rekursionsrelationen
Differenziert man Gleichung (x) partiell nach A, folgt

ow(z,A) = A"!
o nzl o1y )

Ausgeschrieben bedeutet das

S Mo 2 Y = A w3 Y )
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Mit

% \n+l o\l >\

2~ ) = Z it D) = Z it (2)

(kein Beitrag fiir n=0!)
erhalt man die sehr niitzlichen Rekursionsrelationen

Hy1(2) —22H,(2) +2nH,,—1(z) = 0.

4. Differentialgleichungen
Analog liefert die partielle Differentiation von (*) nach 2z

ow(z, \)

— A"
5 20w(z, \) = nz; mHn(z)
Wegen
o0 )\TL
Aw(z, \) = ; Han_l(Z)
folgt

/

H,(z) =2nH,_1(2)

n

Differentiation der Rodriguez-Formel liefert

also
H (z) = 22H,(2) — Hpy1(2).

n

Durch Gleichsetzen erhilt man wieder die Rekursionsrelationen. Nochmaliges
Differenzieren liefert dann

1

H,(2) = 2H,(z)+2zH,(z) — H,H(z)

n n

= 2H,(2) +22H,(2) — 2(n + 1)H,(2),



also

H, (2) —2zH,(2) + 2nH,(z) = 0
Diese Differentialgleichungen zeigen, dass die Polynome H,(z) in der Tat die
bei der Losung der (zeitunabhéngigen) Schrédinger-Gleichung fiir den har-
monischen Oszillator auftretenden Hermite-Polynome sind.

. Orthogonalitatsrelationen
Die Hermite-Polynome erfiillen die folgende Orthogonalitatsrelation

/ e % H,(2)Hp(2)dz = V2" nl8y, -
Dazu betrachte man
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Andererseits gilt

o 2 > 2 = t" - s"
o t dz = —F H,(z)— H,(2)—
| Tt = [ <n§oj <Z>m) <m§oj <z>m!>
> t s™ o 2
= E oo e “ H,(z)Hpn(2)dz
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Der Vergleich liefert

/ e % H,(2)Hp(2)dz = V72" nl8,, -
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