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1 Klassische Mechanik

Die "klassische Mechanik", die in ihren AnfÄangen auf Galilei und Newton zurÄuck-
geht, beschreibt die Bewegung von Massenpunkten unter dem Ein°u¼ von KrÄaften.

In der einfachsten Form lautet dieNewtonsche Bewegungsgleichung

m
¢¢
x(t) = K (x) (1.1)

Dabei ist

¢¢
x ´

d2x
dt2

(1.2)

K (x) = ¡ dV (x)
dx (1.3)

x(t) ist die Position des Massenpunktes (in einer Dimension),
¢
x(t) die Geschwin-

digkeit,
¢¢
x(t) die Beschleunigung.K ist die auf den Massenpunkt wirkendeKraft .

Gleichung (1.1) ist eineDi®erentialgleichung2. Ordnung. Durch LÄosung dieser
Di®erentialgleichung kann manx(t) berechnen, wenn zu einer Anfangszeitt = 0
der Ort x(0) und die Geschwindigkeit

¢
x(0) gegeben sind. Damit ist | zumin-

dest im Prinzip | die Bewegung des Systems zu allen Zeitent > 0 bestimmt.
(EinschrÄankung: Chaos)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist ausreichend, um die Bewegung von
Massenpunkten zu beschreiben, die Äuber KrÄafte miteinander wechselwirken. Dane-
ben gibt es alternative Formulierungen der klassischen Mechanik, z.B. den Lagrange-
Formalismus und den Hamilton-Formalismus.

Die Hamiltonische Formulierung der klassischen Mechanik ist fÄur uns
von Interesse, weil die sog.Hamiltonfunktion fÄur den ÄUbergang von der klassi-
schen Mechanik zur Quantenmechanik eine wichtige Rolle spielt. Wir wollen die
Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik ganz kurz diskutieren.

Betrachten wir wieder den einfachsten Fall eines Massenpunktes, der sich lÄangs
der x-Achse bewegen kann, mit dem PotentialV(x). Die Energie dieses Systems
ist

Ekin =
1
2

mv2 =
1
2

m
¢
x(t)2 =

1
2m

p2 mit p = mv (Impuls)

Epot = V(x)

Die Gesamtenergie nennen wir dieHamiltonfunktion

H = p(t )2

2m + V(x(t)) = H (x; p) (1.4)

Wir kÄonnenH formal als Funktion der Variablenx; p au®assen.
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Der Energieerhaltungssatzbesagt, da¼

dH
dt = 0 (1.5)

Es ist

dH
dt

=
@H
@p

¢
p +

@H
@x

¢
x +

@H
@t| {z }
0

@H
@p

=
p
m

= v =
¢
x

@H
@x

= V
0
(x)

Eingesetzt:

dH
dt

=
¢
x

¢
p + V

0
(x)

¢
x

(
¢
p + V

0
(x))

¢
x = 0

Die Gleichung ist fÄur allet erfÄullt, wenn
¢
p + V

0
(x) = 0

m
¢¢
x + V

0
(x) = 0

m
¢¢
x = ¡ V

0
(x) = K (x) (1.6)

Wir haben also aus dem Energieerhaltungssatz die Newtonsche Bewegungsglei-
chung erhalten.

Die Gleichungen

¢
x = @H

@p

¡
¢
p = @H

@x (1.7)

0 = @H
@t

hei¼en dieHamiltonschen Bewegungsgleichungen. Sie sind, wie wir gezeigt haben,
Äaquivalent zur Newtonschen Bewegungsgleichung. DieHamiltonfunktion H (x; p; t)
charakterisiert das Problem vollstÄandig.

Die klassische Mechanik spielt in der modernen theoretischen Chemie neben der
Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Sie ist die Basis der sog.Molekulardynamik.
Darunter versteht man die Beschreibung der Bewegung der Atomein MolekÄulen,
Polymeren, FlÄussigkeiten und FestkÄorpern in dem Potential,welches durch die
Elektronen bestimmt wird. Die Bewegung der (relativ) schweren Atome wird dabei
klassisch behandelt, wÄahrend fÄur die Bewegung der viel leichteren Elektronen die
Quantenmechanik gilt.
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2 Das Bohrsche Atom{Modell

Um die Jahrhundertwende 1900 gab es eine Reihe von Beobachtungen, die mit der
klassischen Mechanik und klassischen Elektrodynamik nicht kompatibel waren.

Dazu gehÄorten unerwartete Eigenschaften von Strahlung (Hohlraum{Strahlung:
Plancksches Gesetz, Compton{E®ekt, photoelektrischer E®ekt),die wir hier aus
ZeitgrÄunden nicht diskutieren werden. Aber auch die Materie(Atome) hatte un-
erklÄarliche Eigenschaften. Essentiell fÄur die weitere Entwicklung waren die Streu-
versuche von Rutherford (®{Teilchen an Atomen) und die Atomspektren.

Das erste einigerma¼en richtige Modell eines Atoms stammt von Rutherford
(1911). Durch Streuung von®-Teilchen fand er, da¼ das Atom aus einem punktfÄormi-
gen positiv geladenen Kern und einer negativ geladenen, vergleichsweise ausge-
dehnten (d ¼ 1ºA = 10 ¡ 8 cm) HÄulle besteht. In Rutherfords Modell besteht die
HÄulle ausZ (leichten) Elektronen. die um den (schweren) Kern der LadungZe
kreisen, in Analogie zu einem Planetensystem (Coulomb{WW statt Gravitation).

Ein gravierendes Problem bei diesem Modell besteht darin, dieStabilitÄat von
Atomen zu erklÄaren. Das isolierte Mikroplanetensystem wÄarezwar mechanisch
stabil, nicht aber elektromagnetisch stabil, da bewegte Ladungen strahlen und
damit Energie abgeben (Beispiel: Synchrotron). Die Elektronen wÄurden solange
Energie abstrahlen, bis sie in den Kern stÄurzen. Eine AbschÄatzung ergibt eine
Lebensdauer von 10¡ 12 sec. Ein weiteres Problem ist die StabilitÄat vom Atomen bei
StÄo¼en untereinander (WÄarmebewegung). Im Rahmen der klassischen Mechanik
und Elektrodynamik ist dies nicht zu erklÄaren. Bohr (1913):Man mu¼ die Gesetze
der Mechanik Äandern!

Ein wesentlicher Schritt zur LÄosung dieses Problems und zur EinfÄuhrung der
spÄateren Quantenmechanik wurde von Bohr (1913) getan. Bohrstellte folgende
Postulate auf:
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1. Ein Elektron in einem Atom bewegt sich unter dem Ein°u¼ der Coulomb{
WW in einer Kreisbahn um den Kern. Es folgt dabei den Gesetzen der
klassischen Mechanik.

2. Im Gegensatz zu den unendlich vielen Bahnen, die in der klassischen Me-
chanik mÄoglich wÄaren, kann sich das Elektron nur in Bahnen bewegen, fÄur
die der DrehimpulsL ein ganzzahligen Vielfaches von~ = h

2¼ ist. h ist das
Plancksche Wirkungsquantum (h = 6:626¢10¡ 34 Js).

3. In solchen erlaubten Bahnen strahlt das Elektron nicht (obwohl es eine be-
schleunigte Ladung darstellt). Die totale Energie des Atoms ist damit kon-
stant (sog. stationÄare Bahnen).

4. Elektromagnetische Strahlung wird emittiert, wenn ein Elektron von einer
erlaubten Bahn (EnergieE i ) zu einer anderen erlaubten Bahn (EnergieE f )
wechselt. Die Frequenzº der emittierten Strahlung ist geben durch

hº = E i ¡ E f :

Diese Postulate de¯nieren dasBohrsche Atommodell . Man beachte, da¼ die
Postulate 2{4 in krassem Gegensatz zu den damals bekannten Gesetzen der Physik
stehen. Dennoch wird teilweise von den klassischen Gesetzen Gebrauch gemacht
(Coulomb{WW, Zentrifugalkraft). Die BeschrÄankung des Drehimpulses (oder an-
derer GrÄo¼en) auf ganzzahlige Vielfache einer Konstanten hei¼t Quantisierung.
Im Bohrschen Atommodell wird der Drehimpuls quantisiert. (Planck und Einstein
hatten die Energie der elektromagnetischen Strahlung quantisiert.)

Die Berechtigung der Bohrschen Postulate lag zunÄachst nur in ihrem Erfolg,
d.h. der ErklÄarung von Experimenten.

Wir betrachten ein Einelektronenatom(H, He+ , etc.). Atomkern der Ladung
Ze plus ein Elektron in einer Kreisbahn um den Kern. Wir betrachten den Kern
als unendlich schwer (gute NÄaherung selbst fÄur Wassersto®). Der Kern ist damit
im Raum ¯xiert, das Elektron kreist um den Kern.

Die Gleichgewichtsbedingung, Coulomb{Kraft = Zentrifugalkraft, ist

1
4¼²0

Ze2

r 2
| {z }

Coulomb-Kraft

=
mv2

r| {z }
Zentrifugal-Kraft

(2.1)

Der Drehimpuls des kreisenden Elektrons ist

L = mvr = pr (2.2)

(Impuls £ Abstand). Die Quantisierungsbedingungist (Postulat 2)

mvr = n~; n = 1; 2; 3: : : (2.3)
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Wir bestimmen darausv und setzen es in (2.1) ein

v =
n~
mr

1
4¼²0

Ze2

r 2
=

mn2~2

m2r 3

1
4¼²0

Ze2 =
n2~2

mr

rn = 4¼²0 n2~2

mZe 2 ; n = 1; 2; 3: : : (2.4)

Dies sind dieRadien der erlaubten Bahnen. FÄur n = 1 erhalten wir

r1 = 0:53ºA = 5 :3 £ 10¡ 11m (1ºA = 10 ¡ 10m)

Dies ist der sog.Bohrsche Radius (die LÄangeneinheit in atomaren Einheiten).

Die Geschwindigkeit ist

vn =
n~
m

1
4¼²0

mZe2

n2~2

vn =
1

4¼²0

Ze2

n~
(2.5)

Wir kÄonnen nun dieEnergie in den erlaubten Bahnenausrechnen. Die potentielle
Energie im Coulombfeld ist

V = ¡
1

4¼²0

Ze2

rn

Die kinetische Energie ist (mit(2.1))

T =
1
2

mv2
n =

1
2

1
4¼²0

Ze2

rn
= ¡

1
2

V

Damit

E = T + V =
1
2

V = ¡
1

4¼²0

Ze2

2rn

En = ¡ mZ 2e4

(4¼²0 )22~2
1

n2 ; n = 1; 2; 3: : : (2.6)

Die Energie ist also quantisiert, und die Energieniveaus sind» 1
n2 .

Die Quantisierung erklÄart die StabilitÄat der Atome. Da dieEnergie von StÄo¼en
normalerweise klein ist gegen die ¢En , sind keine ÄUbergÄange mÄoglich.

Abb. I.1 zeigt das Energie-Schema:
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Wir kÄonnen nun die ÄUbergangsenergienbestimmen. Sie sind gegeben durch Di®e-
renzen zwischen Energieniveaus:

hº = E i ¡ E f =
1

(4¼²0)2

mZ 2e4

2~2

"
1
n2

f
¡

1
n2

i

#

hº = RZ 2
·

1
n2

f
¡ 1

n2
i

¸

(2.7)

mit R = 1
(4¼²0 )2

me4

2~2 Rydberg{Konstante (Dimension Energie); R = 13:67 eV

Das Spektrum des H-Atoms wurde experimentell bereits frÄuher vermessen. Es lÄa¼t
sich klassi¯zieren in Serien (Liniengruppen), die Lyman, Balmer, Paschen usw.
genannt wurden. Die Energien ergeben sich aus (2.7), wenn mannf festlegt:

nf = 1 : Lyman{Serie
nf = 2 : Balmer{Serie
nf = 3 : Paschen{Serie

Abb. I.2 zeigt die ÄUbergÄange und das resultierende Linienspektrum. Die For-
mel (2.7) erwies sich als au¼erordentlich genau (die Korrekturen kommen von der
endlichen Masse des Atomkerns; man mu¼ e®ektive Masse einfÄuhren). Darauf be-
ruhte der gro¼e Erfolg des Bohrschen Atommodells. Allerdings konnte das Modell
die Spektren komplizierterer Atome (z.B. neutrales He) nicht erklÄaren. Dies gelang
erst nach SchrÄodingers und Heisenbergs Entwicklung der "richtigen" Quantenme-
chanik zusammen mit Paulis Ausschlie¼ungsprinzip.

Das Bohrsche Modell und seine Erweiterungen insbesondere durchSommerfeld
(elliptische Bahnen) wurde als die \alte Quantentheorie" bekannt. Diese konnte
bestimmte Erscheinungen exakt wiedergeben, andere Äuberhaupt nicht. Heute hat
die alte Quantentheorie nur noch historische Bedeutung.
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Abb. I.1: Energieniveau{Schema des Wassersto®atoms

Abb. I.2: Energieniveau{Schema und radiative ÄUbergÄange im Wassersto®atom
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3 Materie{Wellen

Aus dem Compton{E®ekt (RÄontgenlichtstreuung an Elektronen,Compton 1923),
dem photoelektrischen E®ekt (Einstein 1905) und indirekt aus der Planckschen
Strahlungsformel (Planck 1900) folgt, da¼ Strahlung Teilcheneigenschaften besitzt.
Das Lichtteilchen ist dasPhoton. Louis de Broglie postulierte 1924 die Existenz
von Materie{Wellen, d.h. da¼ analog zum Photon auch die Bewegung von Materie-
teilchen (Elektronen, Atome, etc.) durch die Fortp°anzung von Wellen beschrieben
werden kann.

Nach de Broglie sollen fÄur Licht und fÄur Materie die fundamentalen Beziehun-
gen gelten

E = hº (3.1)

p = h
¸ (3.2)

(3.1) ist die Einsteinsche Formel, die dem Licht der Frequenzº die EnergieE
des Photons zuordnet. (3.2) setzt den Impuls des Photons in Beziehung zur Wel-
lenlÄangȩ der Strahlung.

Angewandt auf Materie, ergibt sich fÄur Materieteilchen die sogenanntede Broglie{
WellenlÄange

¸ = h
p (3.3)

Die de Broglie{WellenlÄange ist also umso kÄurzer, je grÄo¼er Masse und Geschwin-
digkeit des Teilchens.

Zwei Beispiele:

1. Ein Fu¼ball (Masse = 1 kg) mit der Geschwindigkeitv = 10 m
s :

¸ = 6; 6 £ 10¡ 25ºA
(1ºA= 10 ¡ 10m ¼ Atomdurchmesser)

2. Ein Elektron mit der kinetischen Energie 100 eV:

¸ = 1; 2 ºA (3.4)

FÄur makroskopische KÄorper isţ also extrem klein und unme¼bar. FÄur mittelener-
getische Elektronen isţ dagegen in der GrÄo¼enordnung von Atomdurchmessern
und Gitterkonstanten.

Elasser (1926) hatte als Erster die Idee, da¼ man die Materiewellen durch Beu-
gung an Kristallen beobachten kÄonnte, analog zur Beugung von RÄontgen{Strahlen.
Diese Vermutung wurde durch Experimente von Davison und Germer und Thomas
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Abb. I.3: Debye{Scherrer{Beugungsexperiment von RÄontgenstrahlen (links) und Elek-
tronen (rechts).

(1927) glÄanzend bestÄatigt (Beugung von Elektronenstrahlen geeigneter Energie an
Kristallen).

Abb. I.3 zeigt im direkten Vergleich die Beugungsbilder von RÄontgen{Strahlen
und Elektronen an Kristall{Pulver (sog. Debye{Scherrer{Methode).

Abb. I.4 zeigt RÄontgen- und Neutronen{Streuung an einem NaI{Einkristall.

Die Wellennatur bei der Ausbreitung im Raum gilt fÄur alle Materieteilchen,
nicht nur fÄur Elektronen. In jÄungster Zeit wurde sie z.B. fÄur C60{MolekÄule nach-
gewiesen (Zeilinger, Wien).

Das Konzept der Materiewellen erlaubt eine einfache Interpretation der ur-
sprÄunglich mysteriÄosen Bohrschen Quantisierungsbedingung imAtom:

L = n~:

FÄur ein Elektron auf einer Kreisbahn ist

L = mvr = pr



I 3. MATERIE{WELLEN 13

Abb. I.4: Oben: Beugung von RÄontgenstrahlen an einem NaI Einkristall.
Unten: Beugung von Neutronen an einem NaCl Einkristall.
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Mit de Broglie's Beziehung

p =
h
¸

wird

2¼~r
¸

= n~

2¼r
¸

= n

2¼r= n¸ (3.5)

D.h. der Kreisumfang einer erlaubten Bahn mu¼ einganzzahliges Vielfaches der
WellenlÄangesein. Das ist die Bedingung fÄur die Ausbildung von stehenden Wellen.
Wenn 2¼r6= n¸ , interferieren die Wellen, soda¼ die mittlere Amplitude Null wird.
Wir sehen also, da¼ das Konzept von der Wellennatur der Materieautomatisch
zur Quantisierung (des Drehimpulses) fÄuhrt.

Die historische Entwicklung der Quantenmechanik aus der klassischen Mecha-
nik ist sehr interessant, kann aus ZeitgrÄunden hier aber nicht behandelt werden.
Wie Sie vermutlich wissen, hat die Quantenmechanik zu einer tiefgreifenden Re-
volution des physikalischen Weltbildes gefÄuhrt mit wichtigen naturphilosophischen
Konsequenzen (Stichwort: Determinismus). Diese Aspekte kÄonnenhier ebenfalls
nicht diskutiert werden. Interessenten sei empfohlen:

M. Jammer, The Conceptual Development of Quantum Mechanics,
McGraw{Hill, USA, 1966

M. Jammer, Philosophy of Quantum Mechanics,
Wiley, New York, 1975.

Wird werden hier, wie in den meisten LehrbÄuchern der Theoretischen Chemie,
einen pragmatischen Zugang wÄahlen. Die Quantenmechanik wird durch einige we-
nige Postulate eingefÄuhrt, die nicht weiter begrÄundet werden. Wie die Theorie
\funktioniert", sehen wir dann anschlie¼end bei der Anwendung auf einfachste
atomare und molekulare Systeme.
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4 Die Postulate der Quantenmechanik

Anders als in der klassischen Mechanik, wird ein quantenmechanisches System
nicht durch Angabe der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilchen beschrieben.
Ein quantenmechanisches System wird stattdessen durch eineZustandsfunktion
(oder auchWellenfunktion) beschrieben:

1.Postulat (Zustandsfunktion):
Ein quantenmechanisches System wird durch eine Funktion ª beschrieben, die von
den Koordinaten aller Teilchen und der Zeit abhÄangt. FÄur ein Teilchen:

ª( x; y; z; t)

ª ist eindeutig und stetig. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumenele-
ment dx dy dz an der Stellex; y; z zu ¯nden ist

W(x; y; z; t) dx dy dz = jª( x; y; z; t)j2 dx dy dz (4.1)

ErlÄauterungen:

(i) Verallgemeinerung auf Systeme mit vielen Teilchen ist o®ensichtlich:

ª = ª( x1; y1; z1; x2; y2; z2; : : : ; t)

Mit

~ri =

0

B
@

x i

yi

zi

1

C
A

kÄonnen wir auch schreiben:

ª = ª( ~r1; ~r2; : : : ; t)

(ii) ª ist i.a. eine komplex{wertige Funktion. Die Zustands- bzw. Wellenfunk-
tionen ª sind Elemente eines Vektorraums. Wir scheiben deshalb auch jª i
(siehe Mathematikvorlesung und Kapitel 20). Das entsprechende Skalarpro-
dukt auf dem Vektorraum ist gegeben durch

h©jª i =
Z

dx dy dz©¤(x; y; z) ª( x; y; z): (4.2)

Im Unterschied zur Wellenfunktion ª ist die Funktion

W = jª j2 ´ ª ¤ª ¸ 0 (4.3)

reell und positiv de¯nit. W ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. gibt die
Wahrscheinlichkeitsverteilung, das Teilchen im Raum zu ¯nden.

Integration von W Äuber den Raum gibt die Gesamtwahrscheinlichkeit, die 1
sein mu¼ Z

d3rW (~r) ´
Z

dx
Z

dy
Z

dz W(x; y; z) = 1 (4.4)
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(iii) Die Quantenmechanik (QM) liefert eine Wahrscheinlichkeitsbeschreibung,
auch fÄur ein einzelnes Atom oder MolekÄul.W = jª j2 reprÄasentiert eine Viel-
zahl von Messungen an identischen Systemen. Jede Messung liefert einen
bestimmen Ort x; y; z. W beschreibt die HÄau¯gkeitsverteilung. Der Aus-
gang einer einzelnen Messung ist dagegen unbestimmt (Indeterminismus).
Die HÄau¯gkeitsverteilung ist dagegen exakt durch die Gesetze der QM (s.u.)
gegeben. Eine genauere Beschreibung ist prinzipiell nicht mÄoglich.

(iv) Die Funktion ª( ~r; t) hat Welleneigenschaften, daher der Name \Wellenfunk-
tion". Ein Elektron ist auch in der QM ein punktfÄormiges Teilchen. Lediglich
seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum ist ausgedehnt und hat Wel-
lencharakter.

2.Postulat (Observablen):

Jeder messbaren GrÄo¼e (Observablen)F ist ein OperatorF̂ zugeordnet. Man erhÄalt
F̂ , indem man im klassischen AusdruckF (x; px ; t) die Ersetzung

px !
~
i

d
dx

(4.5)

durchfÄuhrt. px ist der zu x gehÄorige Impuls,px = m
¢
x.

ErlÄauterungen:

(i) Begri® des Operators (^fÄur Operatoren):
Ein Operator transformiert eine Funktion auf eine andere Funktion

Âf (x) = g(x)
(Abbildung im Raum der Funktionen)

Analog: Funktion: y = f (x): Abbildung im Raum der reellen
oder komplexen Zahlen

Beispiele:

a) x̂ª( x) = xª( x) ´ ~ª( x) : neue Funktion, durch Multiplikation von ª( x) mit
x: multiplikativer Operator.

b)

p̂xª( x) =
~
i

d
dx

ª( x) ´
~
i

dª
dx

´
~
i
ª

0
(x)

(Di®erentialoperator)

c) kinetische EnergieT̂x = p̂2
x

(2m)

T̂xª( x) =
1
2

Ã
~
i

d
dx

! Ã
~
i

d
dx

!

ª( x) = ¡
~2

2m
d2ª
dx2

´ ¡
~2

2m
ª

00
(x)
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d) ~ ist eine universelle Naturkonstante:

~ =
h
2¼

h :Plancksches Wirkungsquantum

h = 6:62517x10¡ 34 Jsec

= 4:1354x10¡ 15 eVsec

(Energie£ Zeit = Wirkung)

Bisher haben wir nur abstrakte mathematische Konzepte, nÄamlich Zustands-
funktion und Operatoren eingefÄuhrt. Der Zusammenhang mit der RealitÄat (Mes-
sungen) wird durch das 3. und 4. Postulat hergestellt.

3. Postulat (Erwartungswert):
Der Mittelwert (Erwartungswert) einer physikalischen Observablen F fÄur ein Sy-
stem in Zustand ª ist

D
F̂

E
=

Z
dx : : : ª ¤(x : : :) F̂ ª( x : : :) (4.6)

ErlÄauterungen:

(i) Jede einzelne Messung wird einen bestimmten Wert fÄur die Me¼grÄo¼eF
liefern, aber die Quantenmechanik macht dafÄur keine Vorhersage. Wie man
sieht, ist aber der Mittelwert der Messungen durch die Zustandsfunktion
eindeutig festgelegt.

(ii)
D
F̂

E
als physikalische Me¼grÄo¼e mu¼ reell sein; wir werden darauf zurÄuck-

kommen.

4.Postulat (Me¼werte):
Jede einzelne Messung der ObservablenF kann nur einen der Eigenwertef i des
Operators F̂ liefern, de¯niert durch

F̂ ©i = f i ©i : (4.7)

Die ©i sind die Eigenfunktionen vonF̂ .
Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der ObservablenF an einem System im
Zustand ª den Eigenwert f i zu ¯nden, ist gegeben durch

Wi =
¯
¯
¯
¯

Z
dx dy dz©¤

i (x; y; z) ª( x; y; z)
¯
¯
¯
¯

2

= jh©i jª ij 2 : (4.8)

ErlÄauterungen:
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(i) Auf die mathematische De¯nition von Eigenwerten und Eigenfunktionen von
Operatoren gehen wir spÄater noch ein.

(ii) Wie wir an Beispielen sehen werden, sind die Eigenwertef i in der Regel
diskret. Die Messung kann also nur bestimmte diskrete Werte liefern: die
Me¼grÄo¼eF ist quantisiert. Dies ist der Ursprung der Bezeichnung \Quan-
tenmechanik".

(iii) Postulat 3 und 4 hÄangen zusammen und ergÄanzen sich. Postulat 4 legt fest,
welche Resultate bei einer Einzelmessung mÄoglich sind. Postulat 3 macht
eine Aussage Äuber den Mittelwert aller Messungen.

Mit dem Postulat 3 und 4 kÄonnen wir den Ausgang von physikalischenMes-
sungen vorhersagen, wenn die Zustandsfunktion gegeben ist. Es fehlt noch
die Bestimmungsgleichung fÄur ª(x; : : : ; t ). Diese wird durch das 5. Postulat
geliefert.

5.Postulat (SchrÄodingergleichung)
Die Zeitentwicklung der Zustandsfunktion ist durch die Di®erentialgleichung

i~
@ª
@t

= Ĥ ª (4.9)

bestimmt. Dabei ist
Ĥ = T̂ + V̂ (4.10)

der Hamiltonoperator (Operator der Energie) des Systems.

ErlÄauterungen:

(i) Da Ĥ = ¡ ~2

2m
@2

@x2 + : : : Ableitungen nach Ortskoordinaten enthÄalt, ist die
SchrÄodingergleichung einepartielle DGL: erster Ordnung in der Zeit, zweiter
Ordnung in den Ortsvariablen.

(ii) FÄur ein isoliertes quantenmechanisches System ist die Energie und damit
Ĥ zeitunabhÄangig. Wenn ein quantenmechanisches System von au¼en zeit-
abhÄangig gestÄort wird (z.B. durch zeitabhÄangiges elektromagnetisches Feld),
wird Ĥ zeitabhÄangig: Ĥ = Ĥ (t).

Aus diesen 5 Postulaten lÄa¼t sich der gesamte Formalismus der Quantenme-
chanik entwickeln. Der logische Ursprung und die Richtigkeit der Postulate ist bei
dieser Art der Darstellung zunÄachst natÄurlich unklar. Anstatt die Postulate zu
motivieren, werden wir durch Anwendung des Formalismus auf einfachste atomare
Systeme zeigen, da¼ die Quantenmechanik die RealitÄat korrekt beschreibt.

Zusammenfassung der Postulate:
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Die Quantenmechanik ist eine neue Art von physikalischer Theorie, grundsÄatz-
lich verschieden von der klassischen Mechanik.

klassische Mechanik: Das System wird beschrieben durch~ri (t); ~pi (t) aller Teilchen.

Quantenmechanik: Das System wird beschreiben durch eine Zustandsfunktion
ª( ~r1; ~r2; : : : ; t). ª liefert nur Wahrscheinlichkeitsinformation Äuber den Ausgang
von Messungen. Der Ausgang einer einzelnen Messung bleibt unbestimmt. Insbe-
sondere legt ª(t) nicht die Orte und Impulse aller Teilchen zur Zeitt fest.

An die Stelle derNewtonschen Bewegungsgleichungtritt die SchrÄodingerglei-
chung. Das praktische Problem ist die LÄosung der SchrÄodingergleichung fÄur gege-
ben Hamiltonoperator Ĥ . Wenn ª( t) gegeben ist, ist es einfach, die Observablen
(Me¼werte) zu berechnen.
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5 Der mathematische Formalismus der Quanten-
mechanik

5.1 Rechnen mit Operatoren

Der Begri® des Operators macht erfahrungsgemÄa¼ dem AnfÄanger die grÄo¼ten Schwie-
rigkeiten. Wir werden uns daher zunÄachst mit De¯nition, Eigenschaften und Re-
chenregeln von Operatoren befassen.

Ein Operator wirkt auf eine Funktion und ordnet ihr eine neueFunktion zu,
d.h. De¯nitionsbereich sind Funktionen, derWertebereichsind Funktionen:

Âf (x) = g(x)

Beispiel: Â = d
dx (Di®erentialoperator)

f (x) = sin x
g(x) = cos x

d.h. f (x) = sin x wird auf g(x) = cos x abgebildet.

Rechenregeln fÄur Operatoren:

De¯nition der Summe von Operatoren:

³
Â + B̂

´
f (x) = Âf (x) + B̂f (x) (5.1)

Die Summe von Funktionen auf der rechten Seite ist de¯niert; dadurch ist Â + B̂
de¯niert.

Produkt von Operatoren

ÂB̂f (x) = Â
³
B̂f (x)

´
(5.2)

HintereinanderausfÄuhrung, von rechts nach links gelesen.
Beispiel:

x̂
d

dx
f (x) = x̂f

0
(x) = xf

0
(x)

d
dx

x̂f (x) =
d

dx
(xf (x)) = f (x) + xf

0
(x)

Die Anwendung vonx̂ d
dx liefert ein anderes Ergebnis alsd

dx x̂.
FÄur Operatoren gilt also im allgemeinennicht das Kommutativgesetz:

ÂB̂ 6= B̂ Â im allgemeinen
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Eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik (QM) spielt der Kommutator:
De¯nition: h

Â; B̂
i

= ÂB̂ ¡ B̂ Â (5.3)

Wenn
h
Â; B̂

i
= 0, dann ist ÂB̂ = B̂ Â: die Operatorenkommutieren.

Obiges Beispiel:

x̂
d
dx

f (x) ¡
d
dx

x̂f (x) = xf
0
(x) ¡ f (x) ¡ xf

0
(x) = ¡ f (x)

"

x̂;
d

dx

#

= ¡ 1̂

Der Einheitsoperator1̂ ist de¯niert durch

1̂f (x) = f (x) fÄur alle f (x):

x̂ und d
dx kommutieren also nicht.

FÄur die Operatormultiplikation gilt das Assoziativgesetz(s. ÄUbungen)

Â
³
B̂ Ĉ

´
=

³
ÂB̂

´
Ĉ (5.4)

Die Potenzeines Operators ist de¯niert durch mehrmalige Anwendung, z.B.

Ã
d

dx

! 2

f (x) =
d
dx

d
dx

f (x) ´
d2f
dx2

= f
00
(x)

Die in der QM auftretenden Operatoren haben spezielle Eigenschaften. Ein
wichtiger Begri® ist der deslinearen Operators.

De¯nition:
Ein Operator Â ist ein linearer Operator, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:

Â (f (x) + g(x)) = Âf (x) + Âg(x) (5.5)

Â (cf (x)) = cÂf (x) (c = komplexe Zahl) (5.6)

Beispiel 1: d
dx (f (x) + g(x)) = f

0
(x) + g

0
(x)

d
dx (cf (x)) = cf

0
(x)

d
dx ist ein linearer Operator.

Beispiel 2: cos (f (x) + g(x)) 6= cosf (x) + cos g(x)
cos (cf (x)) 6= ccos (f (x))
cos() ist ein nichtlinearer Operator.

Alle Di®erentialoperatoren und multiplikativen Operatorensind linear. In der QM
haben wir nur mit linearen Operatoren zu tun.
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FÄur lineare Operatoren gilt dasDistributivgesetz
³
Â + B̂

´
Ĉ = ÂĈ + B̂ Ĉ (5.7)

Â
³
B̂ + Ĉ

´
= ÂB̂ + ÂĈ (5.8)

Ein weiterer wichtiger Begri® ist der deshermiteschen Operators . Nach dem
3. Postulat ist der Erwartungswert eines OperatorŝF gegeben durch

D
F̂

E
=

Z
dx Ã¤(x)F̂Ã(x)

D
F̂

E
muss reell sein, d.h.

D
F̂

E¤
=

D
F̂

E

D
F̂

E¤
=

Z
dx Ã(x)

³
F̂Ã(x)

´ ¤

Der Operator F̂ mu¼ also, fÄur beliebigesÃ(x), folgende Bedingung erfÄullen

R
dx Ã¤(x)F̂Ã(x) =

R
dx Ã(x)

³
F̂Ã(x)

´ ¤
(5.9)

Operatoren, die diese Bedingung erfÄullen, hei¼en \hermitesch" (nach Hermite,
franz. Mathematiker)

In der Quantenmechanik haben wir es mit linearen und hermiteschen Operato-
ren zu tun. Man kann leicht zeigen, da¼ fÄur hermitesche Operatoren allgemeiner
gilt

R
dx Ã¤(x)F̂Â(x) =

R
dx

³
F̂Ã(x)

´ ¤
Â(x) (5.10)

Einige SÄatze Äuber hermitesche Operatoren:

Die Summe zweier hermitescher Operatoren ist hermitesch.

Das Quadrat eines hermiteschen Operators ist hermitesch.

Dagegen ist das Produkt zweier hermitescher Operatoren i.a. nicht hermitesch.
( ÄUbung)

Beispiele fÄur hermitesche Operatoren:

a) x̂ ist hermitesch:
Z

dxÃ¤(x)xÃ(x) =
Z

dx (xÃ(x))¤ Ã(x) da x reell ist

O®ensichtlich de¯niert jede reell{wertige FunktionF (x) einen hermiteschen
Operator.
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b) p̂ = ~
i

d
dx ist hermitesch:

linke Seite:
Z

dxÃ¤ ~
i

d
dx

Ã =
~
i

Z
dxÃ¤ dÃ

dx

rechte Seite:
Z

dxÃ

Ã
~
i

d
dx

Ã

! ¤

= ¡
~
i

Z
dxÃ

Ã
dÃ
dx

! ¤

Um die Gleichheit der rechten Seiten zu zeigen, fÄuhren wir eine partielle
Integration durch nach der Formel:

bZ

a

uv
0
dx = uvjba ¡

bZ

a

u
0
vdx

1Z

¡1

dxÃ¤ dÃ
dx

= Ã¤Ãj¡11 ¡
1Z

¡1

dx
dÃ¤

dx
Ã

Unter der Bedingung, da¼Ã(§1 ) = 0 ist, haben wir

~
i

Z
dxÃ¤ dÃ

dx
= ¡

~
i

Z
dxÃ

Ã
dÃ
dx

! ¤

und damit die HermitezitÄat vonp̂.

Beachte: p̂ ist nur hermitesch, wennÃ(§1 ) = 0, d.h. wenn keine Teilchen
ins Unendliche verschwinden (abgeschlossene Systeme).

c) Der wichtigste Operator der Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator, der
die Zeitentwicklung der Wellenfunktion bestimmt:

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (5.11)

FÄur 1 Teilchen mit einem Freiheitsgradx:

Ĥ = 1
2m

³
~
i

d
dx

´ 2
+ V(x̂) = ¡ ~2

2m
d2

dx2 + V(x̂) (5.12)

H ist hermitesch fÄur jede reellwertige PotentialfunktionV(x).
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5.2 Das Eigenwertproblem von Operatoren

Wir diskutieren zunÄachst das Eigenwertproblem als eine mathematische Fragestel-
lung. Der Zusammenhang mit der physikalischen Theorie ist durchdas 4.Postulat
gegeben (Eigenwerte=Me¼werte).

Sei F̂ ein (linearer) Operator und Ã(x) eine (zulÄassige) Wellenfunktion. Die
Gleichung

F̂Ã(x) = fÃ (x) (5.13)

wobei f eine (i.a. komplexe) Zahl ist, hei¼tEigenwertproblem des OperatorŝF .

f ist Eigenwert
Ã(x) ist Eigenfunktion

¾

falls (5.13) erfÄullt ist.

Beispiel: Es ist d
dx ekx = kekx

ekx ist Eigenfunktion des Operators d
dx mit Eigenwert k.

Sei Ã(x) Eigenfunktion des linearen OperatorsF̂ zum Eigenwert f . Dann ist
cÃ(x) (c beliebige komplexe Zahl) ebenfalls Eigenfunktion zum selben Eigenwert.
Denn:

F̂Ã = fÃ; nach Voraussetzung

F̂ (cÃ) = cF̂Ã
³
F̂ linear

´

= cfÃ = f (cÃ) :

Im allgemeinen gibt es mehrere, meist unendlich viele, LÄosung der Eigenwertglei-
chung. Wir numerieren die LÄosungen mit dem Indexn:

F̂Ãn (x) = f nÃn (x) n = 1; 2; 3: : : (5.14)

FÄur hermitescheOperatoren gibt es weitreichende mathematische Aussagen, die
im folgenden wesentlich sind.

Satz: Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sindreell.

Beweis: Wir betrachten
D
F̂

E

n
=

Z
dxÃ¤

n F̂Ãn =
Z

dxÃ¤
n f nÃn = f n

Z
dx jÃn (x)j2

f n =

D
F̂

E

nR
dx jÃn (x)j2

D
F̂

E

n
ist reell (fÄuhrte zur De¯nition der HermitezitÄat). Also ist f n reell.

De¯nition :
R

dxÃ¤
n (x)Ãm (x)
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hei¼tSkalarprodukt der Funktionen Ã¤
n (x) und Ãm (x).

De¯nition :
Zwei Funktionen Ãn (x); Ãm (x) hei¼enorthogonal , wenn

R
dxÃ¤

n (x)Ãm (x) = 0 : (5.15)

(Analogie zu Vektoren)
De¯nition : Die Funktion Ãn(x) hei¼tnormiert , wenn

R
dx jÃn(x)j2 = 1 (5.16)

De¯nition :
Ein Satz f Ãn (x)g von Funktionen hei¼torthonormiert , wenn

R
dxÃ¤

n (x)Ãm (x) = ±n;m (5.17)

Dabei ist ±n;m dasKroneckersche Deltasymbol:

±n;m =

8
<

:
1; fÄur n = m

0; fÄur n 6= m
(5.18)

Wir kÄonnen nun folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz:
Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten
sind orthogonal.

Beweis:

F̂Ãn (x) = f nÃn (x) (1)

F̂Ãm (x) = f mÃm (x) (2)

Ã¤
m (x)F̂Ãn (x) = f nÃ¤

m (x)Ãn(x) (1')

Ã¤
n(x)F̂Ãm (x) = f mÃ¤

n (x)Ãm (x) (2')

Ãn (x)
³
F̂Ãm (x)

´ ¤
= f ¤

mÃn (x)Ã¤
m (x) (2')*

(10) - (20)¤ und Integration:
Z

dx
n
Ã¤

m (x)F̂Ãn(x) ¡
³
F̂Ãm (x)

´ ¤
Ãn (x)

o

| {z }
=0 ; da F̂ hermitesch

=
Z

dx f f nÃ¤
m (x)Ãn (x) ¡ f ¤

mÃ¤
m (x)Ãn (x)g

Also
(f n ¡ f ¤

m )
Z

dxÃ¤
m (x)Ãn(x) = 0

Setzen = m: es folgt: f n ist reell (f n = f ¤
n ), wie wir bereits gezeigt haben.

Sein 6= m: Es gibt 2 MÄoglichkeiten:
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a) f n 6= f m (verschiedene Eigenwerte):
Es folgt

R
dxÃ¤

mÃn = 0: OrthogonalitÄat der Eigenfunktionen

b) f n = f m = f
Der Eigenwertf ist dann (2-fach) entartet. In diesem Fall folgt nicht

R
dxÃ¤

mÃn =
0. Man kann jedoch zeigen (ohne Beweis), da¼ man die Eigenfunktionen zu
entarteten Eigenwerten orthogonal wÄahlen kann.

Ein weiterer wichtiger Satz wird hier ohne Beweis angefÄuhrt (Beweis ist mathema-
tisch ziemlich kompliziert, s. Funktionalanalysis)

Satz:
Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators ist vollstÄandig
in dem folgenden Sinne:

Jede (zulÄassige) FunktionÂ lÄa¼t sich darstellen als Entwicklung nach den
Eigenfunktionen f Ãng:

Â(x) =
1X

n=1

cnÃn (x): (5.19)

Die komplexen Zahlencn hei¼en Entwicklungskoe±zienten. (Bemerkung: die Schwie-
rigkeit liegt in der prÄazisen De¯nition der Konvergenz der Summe).

Bestimmung der Koe±zienten: Wir bilden

Z
dx Ã¤

m (x)Â(x) =
1X

n=0

cn

Z
dx Ã¤

mÃn
| {z }

±nm

= cm

cm =
R

dx Ã¤
m (x)Â(x) (5.20)

Wir erhalten den m-ten Entwicklungskoe±zienten, indem wir die gegebene Funk-
tion Â(x) mit Ã¤

m multiplizieren und integrieren.

SeiÂ(x) normiert,
R

dx jÂ(x)j2 = 1.
Es folgt

Z
dx Â¤Â =

Z
dx

X

nm
c¤

ncmÃ¤
nÃm

=
X

nm
c¤

ncm±nm =
X

n
jcn j2 = 1

P 1
n=1 jcn j2 = 1 (5.21)

Wir kÄonnenf cng au®assen als1 -dimensionalen Vektorder LÄange 1.

Das Entwicklungstheorem (5.19) ordnet der FunktionÂ(x) eineindeutig den Vektor
f cng zu: Isomorphismus von Funktionen und1 -dimensionalen Vektoren.
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Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators kann auf-
grund dieses Isomorphismus als1 -dimensionaler Vektorraum betrachtet werden.
In der mathematischen Physik wird dieser Funktionenraum alsHilbertraum be-
zeichnet.

Warum haben wir uns so ausfÄuhrlich mit dem Eigenwertproblem von Ope-
ratoren befa¼t? Der Zusammenhang zwischen dem mathematischen Eigenwert-
Problem und der RealitÄat wird durch das 4. Postulat hergestellt. Zur Erinnerung
wollen wir diesen fundamental wichtigen Aspekt nochmals diskutieren.

Sei Â(x) eine Wellenfunktion, die ein quantenmechanisches System ineinem
beliebigen Zustand beschreibt. Notwendigerweise ist

Z
dx jÂ(x)j2 = 1:

Wir fragen nun nach dem Erwartungswert des OperatorŝF im Zustand Â(x).

Postulat 3: D
F̂

E
=

Z
dx Â¤(x)F̂Â(x)

Entwicklung von Â(x) nach Eigenfunktionen vonF̂ :

F̂Ãn = f nÃn ; Â(x) =
X

n
cnÃn (x)

Eingesetzt:
D
F̂

E
=

Z
dx

X

nm
c¤

ncmÃ¤
n (x)F̂Ãm (x)

=
Z

dx
X

nm
c¤

ncm f mÃ¤
n (x)Ãm (x)

=
X

nm
c¤

ncm f m±nm (Orthonorm.)

=
X

n
jcn j2 f n

D
F̂

E
=

P
n jcn j2 f n (5.22)

Interpretation:
Jede einzelne Messung der ObservablenF liefert einen der Eigenwertef n (in der
Regel diskrete Werte). Die HÄau¯gkeitsverteilung der Me¼werte ist durch jcn j2 ge-
geben.
cn =

R
dx Ã¤

n (x)Â(x) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafÄur, da¼ die Messung
f n liefern wird. Nur jcn j2 ist me¼bar.

Wenn wir das Eigenwertproblem vonF̂ gelÄost haben, kennen wir sowohl die
mÄoglichen Me¼werte (f n ), als auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Me¼er-
gebnisse fÄur jeden beliebigen Zustand

³
jcn j2 = j

R
dx Ã¤

n (x)Â(x)j2
´
. Daher die be-

sondere Bedeutung des Eigenwertproblems in der QM.
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Was ist, wennÂ(x) = Ãk(x), d.h. das System be¯ndet sich in einem Eigenzu-
stand der ObservablenF , die gemessen werden soll?
Es folgt

cn =
Z

dx Ã¤
nÃk = ±nk

D
F̂

E
= f k (5.23)

In diesem Fall wird jede Messung den Wertf k liefern. Es gibt keine Streuung der
Me¼ergebnisse.

Was ist, wenn wir zweiObservablen (z.B. Ort und Impuls) messen wollen?
Es gibt folgender Satz:

Wenn zwei OperatorenF̂ und Ĝ kommutieren (und nur dann)
h
F̂ ; Ĝ

i
= 0

dann existiert ein Satz von Funktionen, diegleichzeitigEigenfunktionen beider
Operatoren sind.

Beweis:
Einfachheitshalber nehmen wir nichtentartete Eigenwerte an.
Sei

F̂Ãn = f nÃn

Anwendung vonĜ:
ĜF̂Ãn = f nĜÃn

KommutativitÄat (Voraussetzung):

ĜF̂Ãn = F̂ ĜÃn

Also
F̂

³
ĜÃn

´
= f n

³
ĜÃn

´

d.h. Ân = ĜÃn ist ebenfalls Eigenfunktion vonF̂ zum Eigenwertf n .

FÄur nichtentartete Eigenwerte gibt es aber nur eine solche Funktion, d.h.

Ân = gÃn

mit einer Konstante g. Also
ĜÃn = gÃn

d.h. Ãn ist auch Eigenfunktion vonĜ.

Physikalische Bedeutung:
Wenn ein qm. System in einem Eigenzustand von̂F ist und Ĝ mit F̂ kommutiert,
dann hat nicht nur die GrÄo¼eF sondern auchG scharfe Me¼werte, d.h. keine
Streuung der Me¼werte.
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Die Aussage hÄangt eng mit der berÄuhmten \UnschÄarferelation" der QM zu-
sammen. Wir werden darauf zurÄuckkommen.
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6 Die zeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung

Betrachten wir einabgeschlossenesquantenmechanisches System, d.h. ein isoliertes
Atom oder MolekÄul.

Dann ist der HamiltonoperatorzeitunabhÄangig(Erhaltung der Energie).

In diesem Fall reduziert sich die sog.zeitabhÄangigeSchrÄodingergleichung (Postu-
lat 5) auf eine einfachere Gleichung, die sog.zeitunabhÄangigeSchrÄodingergleichung.

Am einfachsten sehen wir dies durch den Ansatz

Ã(x; t ) = Ã(x)e¡ iEt
~ (6.1)

D.h.: die ZeitabhÄangigkeit vonÃ ist immer dieselbe, unabhÄangig vonx.

Es folgt

@Ã
@t

= ¡
iE
~

Ã(x; t )

i~
@Ã
@t

= EÃ(x; t )

Eingesetzt in die zeitabhÄangige SchrÄodingergleichung

i~
@Ã
@t

= ĤÃ

EÃ(x)e¡ iEt
~ = ĤÃ(x)e¡ iEt

~

Division durch den gemeinsamen Faktore¡ iEt
~

ĤÃ(x) = EÃ(x) (6.2)

Dies ist diezeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung .

(6.2) ist eine Eigenwertgleichung: wir suchen dieEigenwerte und Eigenfunktio-
nen des Hamiltonoperators. Damit ist klar, da¼E die Energie des Systems ist.
I.A. hat (6.2) viele LÄosungen:

ĤÃn (x) = EnÃn (x); n = 1; 2; 3: : : (6.3)

Die reellen EigenwerteEn sind die mÄoglichen Energiewerte des Systems. Sie sind
in der Regel quantisiert.

Zu jedemEn gehÄort eineZustandsfunktion

Ãn (x; t ) = Ãn(x)e¡ iE n t
~ (6.4)
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Jede Messung der Energie fÄur ein System in diesem Zustand wird exakt den Wert
En liefern.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitim Ortsraum ist gegeben durch

Wn (x) = jÃn (x; t )j2

= Ãn (x)e¡ iE n t
~ Ã¤

n (x)e
iE n t

~

= jÃn (x)j2

Wn (x) ist zeitunabhÄangig.
Man nennt daherÃn (x; t ) die stationÄaren ZustÄandedes Systems.

Beachte: die Wellenfunktion (6.1) ist zeitabhÄangig; direkt beobachtbar ist aber
nur W(x), welches zeitunabhÄangig ist.

Zur Interpretation : nicht der Ort des Teilchen selbst (z.B. Elektron im Atom) ist
zeitunabhÄangig, lediglich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum ist stationÄar.

Die Quantenchemieim engeren Sinne befa¼t sich mit der LÄosung von (6.3) fÄur
die Elektronenbewegungin Atomen und MolekÄulen. Bei MolekÄulen: festgehaltene
Atomkerne. Das Ziel ist die Bestimmung derEn und Ãn . Man erkennt jetzt die
zentrale Rolle des Eigenwertproblemsvon hermiteschen Operatoren in der Quan-
tenmechanik.

Bemerkung: Der Ansatz (6.1) beschreibt nur die stationÄaren ZustÄande des Systems.
Die allgemeine LÄosung des Anfangswertproblems

i~
@Ã
@t

= ĤÃ

Ã(x; t = 0) = Á(x)

kann auch durch die LÄosungen der zeitunabhÄangigen SchrÄodingergleichungÃn (x)
ausgedrÄuckt werden,

Ã(x; t ) =
X

n
cne¡ i

~ En tÃn (x):

Dabei sind die Entwicklungskoe±zientencn gegeben durch

cn = hÃn jÁi =
Z

dxÃ¤
n (x)Á(x):
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7 Die UnschÄarferelation

Wie bereits mehrfach betont, liefert die QM in der Regel keine de¯nitive Vorhersage
fÄur den Ausgang einer einzelnen Messung. Die Me¼werte werden streuen; lediglich
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Me¼werte ist durch die Quantenmechanik
festgelegt.

Der Mittelwert der Me¼grÄo¼eF ist durch
D
F̂

E
gegeben (3. Postulat). Ein Ma¼

fÄur die Schwankungder Messwerte um den Mittelwert erhalten wir, indem wir
bilden

¢ F =

s ¿ ³
F̂ ¡

D
F̂

E´ 2
À

(7.1)

¢ F hei¼tVarianz der Me¼grÄo¼eF . Es ist

(¢ F )2 =
D³

F̂ ¡
D
F̂

E´ ³
F̂ ¡

D
F̂

E´E

=
¿

F̂ 2 ¡ 2
D
F̂

E
F̂ +

D
F̂

E2
À

=
D
F̂ 2

E
¡ 2

D
F̂

E2
+

D
F̂

E2

=
D
F̂ 2

E
¡

D
F̂

E2

¢ F =
r D

F̂ 2
E

¡
D
F̂

E2
(7.2)

Wir betrachten nun zwei Me¼grÄo¼enF und G (z.B. Ort, Impuls). Im allge-
meinen werden die Me¼werte beider GrÄo¼en Schwankungen aufweisen. FÄur diese
Schwankungen gilt folgendes grundlegende Theorem, die sog.allgemeine UnschÄarfe-
relation

¢ F ¢ G ¸ 1
2

r ¯
¯
¯
R

dx Ã¤(x)
h
F̂ ; Ĝ

i
Ã(x)

¯
¯
¯
2

(7.3)

Es gibt also einen direkten Zusammenhang zwischen demKommutator der Ope-
ratoren F und G und der UnschÄarfe der Me¼werte.

Der Beweis von (7.3) ist etwas technischer Natur und soll hier Äubergangen werden.

Wir erhalten aus (7.3) die berÄuhmteHeisenbergsche UnschÄarferelation fÄur
Ort und Impuls, wenn wir x̂; p̂ betrachten. Es ist

p̂x̂Ã(x) =
~
i

d
dx

xÃ(x) =
~
i

(Ã + xÃ0(x))

x̂p̂Ã(x) = x
~
i

d
dx

Ã(x) =
~
i
Ã(x)

(p̂x̂ ¡ x̂p̂) Ã(x) =
~
i
Ã(x)

[p̂; x̂] = ¡ i~ (7.4)
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In (7.3) eingesetzt; mit
R

dx jÃ(x)j2 = 1 haben wir

¢ x¢ p ¸ ~
2 (7.5)

Dies ist die Heisenbergsche UnschÄarferelation, die eine zentrale Rolle in der Ent-
wicklung der QM gespielt hat, insbesondere deren Interpretation.

Wenn wir einen Zustand wÄahlen, in dem ¢x ! 0, dann mu¼ ¢p ! 1 gelten,
und umgekehrt. Es ist unmÄoglich, fÄur ein quantenmechanisches Teilchen Ort und
Impuls gleichzeitiggenau zu bestimmen.

FÄur kommutierende Operatorengilt diese EinschrÄankung nicht. Beispiele fÄur
kommutierende Operatoren:
x; y
px ; py

x; py etc.
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8 Das Ehrenfest{Theorem

Wir haben die Quantenmechanik als vÄollig neuen FormalismuseingefÄuhrt. Es stellt
sich natÄurlich die Frage, wie die QM in die klassische Mechanik Äubergeht (z.B. fÄur
makroskopische Teilchen).

Eine begri²iche Schwierigkeit entsteht insbesondere dadurch,da¼ wir in der
Quantenchemie normalerweise mit derzeitunabhÄangigenSchrÄodingergleichung zu
tun haben. Wir interessieren uns fÄurEnergieeigenwerteund stationÄare ZustÄande.
Eine ZeitabhÄangigkeittritt nirgendwo auf. In der klassischen Mechanik sind die Va-
riablen dagegen zeitabhÄangig:x(t); p(t). Wie ist der Zusammenhang? Eine MÄoglich-
keit, den Zusammenhang zu sehen, bietet dasEhrenfest{Theorem :

Die ZeitabhÄangigkeit quantenmechanischer Mittelwerte istdurch die klassischen
Bewegungsgleichungen bestimmt.

(Schwankungen sind» ~; gehen gegen Null fÄur makroskopische Systeme)

Als Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Mas-
sem im Potential V(x), d.h. den Hamiltonoperator

Ĥ = p̂2

2m + V(x̂)

Wir betrachten den Erwartungswert vonx̂

ĥxi =
Z

dx Ã¤(x; t )xÃ(x; t )

und bilden

d
dt

ĥxi =
Z

dx

(
@Ã¤

@t
xÃ(x; t ) + Ã¤(x; t )x

@Ã
@t

)

@Ã
@t

= ¡
i
~

ĤÃ

@Ã¤

@t
=

i
~

³
ĤÃ

´ ¤

d
dt

ĥxi =
i
~

Z
dx

n³
ĤÃ

´ ¤
xÃ ¡ Ã¤xĤÃ

o

=
i
~

Z
dx

n
Ã¤ĤxÃ ¡ Ã¤xĤÃ

o

=
i
~

Z
dx Ã¤

h
Ĥ; x̂

i
Ã (8.1)

Die ZeitabhÄangigkeit vonĥxi ist also durch den Kommutator vonx̂ und Ĥ gegeben.
Allgemein gilt fÄur jede dynamische GrÄo¼eF (p; q) (obige Herleitung gilt fÄur jeden
Operator F̂ ):

d
dt

D
F̂

E
= i

~

R
dqÃ¤

h
Ĥ; F̂

i
Ã (8.2)
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Wir berechnen nun den Kommutator
h
Ĥ; x̂

i
:

Ĥ =
p̂2

2m
+ V(x̂)

Es ist
h
Â; B̂ + Ĉ

i
=

h
Â; B̂

i
+

h
Â; Ĉ

i

[x̂; V (x̂)] = x̂V (x̂) ¡ V(x̂)x̂ = 0
h
p̂2; x̂

i
= p̂2x̂ ¡ x̂p̂2 = p̂2x̂ ¡ p̂x̂p̂ + p̂x̂p̂ ¡ x̂p̂2

= p̂(p̂x̂ ¡ x̂p̂) + ( p̂x̂ ¡ x̂p̂) p̂ = p̂ [p̂; x̂] + [ p̂; x̂] p̂

[p̂; x̂] = ¡ i~
h
p̂2; x̂

i
= ¡ 2i~p̂ (8.3)

Damit
h
Ĥ; x̂

i
=

1
2m

h
p̂2; x̂

i

h
Ĥ; x̂

i
= ¡ i~ p̂

m (8.4)

damit

d
dt

ĥxi =
i
~

(¡ i~)
ĥpi
m

~ fÄallt weg!

d
dt ĥxi = hp̂i

m (8.5)

Die Geschwindigkeit ist also der Mittelwert des Impulses geteilt durch die Masse.
Gilt nur fÄur die Mittelwerte!

Wir betrachten nun die ÄAnderung des Impulses:

d
dt

ĥpi =
i
~

Z
dxÃ¤(x)

h
Ĥ; p̂

i
Ã(x)

h
Ĥ; p̂

i
= [ V(x̂); p̂] = V(x̂)p̂ ¡ p̂V(x̂) = ¡ [p̂; V(x̂)]

p̂V(x̂)Ã(x) =
~
i

@
@x

V(x)Ã(x) =
~
i

@V
@x

Ã +
~
i
V(x)

@Ã
@x

V(x̂)p̂Ã(x) =
~
i
V(x)

@Ã
@x

[p̂; V(x̂)] = ¡ i~
@V
@x

h
Ĥ; p̂

i
= i~@V

@x (8.6)

d
dt

ĥpi = ¡
Z

dxÃ¤(x)
@V
@x

Ã(x) ~ fÄallt weg!

d
dt ĥpi =

D
@V
@x

E
(8.7)
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Die ÄAnderung des Mittelwertes des Impulses ist gleich der \Kraft".Mit (8.5)

ĥpi = m
d
dt

ĥxi

nochmals di®erenziert:

m
d2

dt2
ĥxi =

d
dt

ĥpi = ¡

*
@V
@x

+

m d2

dt2 ĥxi = ¡
D

@V
@x

E
(8.8)

Wir haben damit die Newtonsche BewegungsgleichungfÄur den zeitabhÄangigen Mit-
telwert hxi t hergeleitet:Ehrenfest{Theorem.

Bemerkung: Die ZeitabhÄangigkeit steckt in der WellenfunktionÃ(x; t ); der Opera-
tor x̂ ist zeitunabhÄangig. Dies ist das sog. \SchrÄodingerbild" der Quantenmecha-
nik. Alternativ (und vÄollig Äaquivalent) gibt es das sog. \Heisenbergbild", in dem
die Operatoren zeitabhÄangig und die Zustandsfunktionen zeitunabhÄangig sind.

Wenn die Schwankungen um die Mittelwerte beliebig klein werden (~ ! 0, sie-
he UnschÄarferelation), kÄonnen wir die Schwankungen ignorieren und erhalten die
klassische Mechanik. Die Quantenmechanik geht also fÄur~ ! 0 in die klassische
Mechanik Äuber (der GrenzÄubergang ist allerdings nicht trivial).
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9 Das freie Teilchen

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung (inx-Richtung) eines Teilchens der
Massem. Die klassische Energieist

H (x; p) =
p2

2m
+ V(x)

Der Hamiltonoperator ist

Ĥ (x̂; p̂) =
p̂2

2m
+ V(x̂)

p̂ =
~
i

d
dx

Ĥ (x̂; p̂) = ¡ ~2

2m
d2

dx2 + V(x̂)

SchrÄodingergleichung:

n
¡ ~2

2m
@2

@x2 + V(x)
o

Ã(x; t ) = i~ @
@tÃ(x; t )

ZeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung(Ĥ ist zeitunabhÄangig):

n
¡ ~2

2m
d2

dx2 + V(x)
o

Ã(x) = EÃ(x)

Es ist
Ã(x; t ) = Ã(x)e¡ iEt

~

Wir betrachten in diesem Kapitel besonders einfache BeispielefÄur V(x). Das ein-
fachste Problem ist sicher die freie Bewegung

V(x) = 0

¡ ~2

2m
d2

dx2 Ã(x) = EÃ(x) (E ¸ 0) (9.1)

(fÄur E < 0 gibt es keine LÄosungen, s.u.)

Die 2. Ableitung mu¼ proportional sein (mit neg. Koe±zienten) der Funktion
selbst. Diese Eigenschaft haben sin(kx); cos(kx) und e§ ikx , denn

d
dx

sin(kx) = k cos(kx);
d2

dx2
sin(kx) = ¡ k2 sin(kx)

d
dx

cos(kx) = ¡ k sin(kx);
d2

dx2
cos(kx) = ¡ k2 cos(kx)

d
dx

e§ ikx = § ike§ ikx ;
d2

dx2
e§ ikx = ¡ k2e§ ikx
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Die LÄosungen sind entwederf sin(kx); cos(kx)g oder f eikx ; e¡ ikx g. Sie gehen durch
Linearkombination mit komplexen Koe±zienten ineinander Äuber.
Ansatz: Mit

Ã(x) = Ae§ ikx

folgt

¡
~2

2m
A(¡ k2)e§ ikx = E A e§ ikx

~2k2

2m = E

k =
1
~

p
2mE (E ¸ 0)

E < 0: Die LÄosungene·x ; e¡ ·x , · reell, sind nicht zulÄassig auf [¡1 ; 1 ].

Interpretation: Die Eigenwert(EW)-Gleichung

ĤÃ(x) = EÃ(x)

hat fÄur jedes (positive)E zwei LÄosungen

Ã(x) = A e§ ikx mit k = 1
~

p
2mE (9.2)

Jedes beliebigeE > 0 ist also Eigenwert. Es gibtkeine Quantisierung der Energie.
Jeder Eigenwert istzweifach entartet, denn es gibt 2 LÄosungenÃ(x).
Die LÄosung derzeitabhÄangigenSchrÄodingergleichung ist

Ã(x; t ) = Ae§ ikx e¡ i( E
~ )t ; ~k =

p
2mE (9.3)

Mit ! = E
~ :

Ã+ (x; t ) = Aei (kx ¡ !t )

Ã¡ (x; t ) = Aei (¡ kx ¡ !t )

Dies sindperiodischeFunktionen in x und t.
Ã+ : Welle in positive x-Richtung,
Ã¡ : Welle in negativex-Richtung.
ErlÄauterung: betrachte die \Knoten" ReÃ+ (x; t ) = 0:

cos(kx ¡ !t ) = 0

kx ¡ !t = §
µ

n +
1
2

¶

¼ ; n= 0; 1; 2: : :

kxn = §
µ

n +
1
2

¶

¼+ !t
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Rey

x

Die Knoten bewegen sich in Richtungpositiver x mit wachsendemt. FÄur Ã¡ (x; t ) :

¡ kx ¡ !t = §
µ

n +
1
2

¶

¼

kx ¡ !t = §
µ

n +
1
2

¶

¼

kxn = §
µ

n +
1
2

¶

¼¡ !t

Knoten bewegen sich in Richtungnegativerx.

Wir haben also nach rechts und links laufende Wellen. Die allgemeine LÄosung
ist eine beliebige Linearkombination

Ã(x; t ) =
³
Aeikx + Be¡ ikx

´
e¡ i( E

~ )t ; A; B komplexe Konstanten. (9.4)

Die Quantenmechanik beschreibt alsoMateriewellen. Die Wahrscheinlichkeitsam-
plitude fÄur ein freies Teilchen ist eine Welle. Man kÄonnte nun die SchrÄodingerglei-
chung fÄur das sog. Doppel-Spalt-Experiment oder die Streuung am Kristallgitter
lÄosen. Dies wÄurde die Experimente erklÄaren, ist jedoch mathematisch zu kompli-
ziert, um es hier durchzufÄuhren.

Die zeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung ist eine EW-Gleichung fÄur die Ener-
gie. Ã(x) beschreibt also ein Teilchen mitscharfer Energie, d.h. jede (bel. genaue)
Messung der Energie wird dem WertE liefern.
Wir betrachten nun noch dieMessung von Ort und Impuls.
Wir bilden

p̂Ã§ (x) =
~
i

d
dx

Ã§ (x)

=
~
i

d
dx

Ae§ ikx =
~
i
A (§ ik ) e§ ikx

p̂Ã§ (x) = § (~k) Ã§ (x) (9.5)

Ã§ (x) ist also Eigenfunktion (EF) des Impulsoperators mit dem EW§ (~k). Ã§ (x)
beschreibt also ein Teilchen mitscharfem Impuls. Jede Messung des Impulses wird
genau den Wert§ ~k liefern.

SowohlE wie p haben also scharfe Werte, d.h. ¢E = 0; ¢ p = 0. Wie wir gesehen
haben, erfordert dies, da¼ die entsprechenden Operatoren kommutieren, d.h.

h
Ĥ; p̂

i
= 0
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In der Tat ist Ĥ = p̂2

2m und damit
h
Ĥ; p̂

i
= 0. Dies ist ein Beispiel fÄur simultane

EF kommutierender Operatoren (s.o.)
Nach der UnschÄarferelation erfordert ¢p = 0 notwendigerweise ¢x = 1 , d.h. der
Ort das Teilchens ist absolut unbestimmt. In der Tat ist

jÃ§ (x)j2 = jAj2
¯
¯
¯e§ ikx

¯
¯
¯
2

= jAj2 = const:

D.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist Äuberall gleich gro¼. Wir habenkeinerlei
Information Äuber den Ortdes Teilchens.

Bemerkung:
Wegen jÃ§ (x)j2 = const: folgt

R1
¡1 dx jÃ§ (x)j2 = 1 d.h. Ã(x) ist fÄur A 6= 0

nicht normierbar. Diese Schwierigkeit liegt an unserer extremen Idealisierung des
Problems. Wirkliche Teilchenstrahlen sind nicht unendlich ausgedehnt, und ¢p
ist nicht exakt gleich Null. Diese realistischere Situation wirdbeschrieben durch
sogenannteWellenpakete. Die Funktion

Ã(x) = Ae¡ ( x ¡ x 0 ) 2

2a ei( p0
~ )x

ist ein Beispiel fÄur Wellenpaket. Sie ist keine Eigenfunktionvon Ĥ und p̂, d.h. ¢ E
und ¢ p sind nicht Null. Wellenpakete sind normierbar.
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10 Das Teilchen im Kasten

Als ein weiteres idealisiertes eindimensionales Problem betrachten wir ein Teilchen,
das in einemKasten der LÄangea eingeschlossen ist. Dies wird beschrieben durch
folgende Potentialfunktion

V(x) =

8
<

:
0; 0 < x < a

1 ; x < 0; x > a
(10.1)

V = 1 verbietet das Eindringen in die Bereichex > a und x < 0. Dies ist das
einfachste Modell einesgebundenen Teilchens. Die Bewegung des Teilchens ist be-
schrÄankt auf 0< x < a .

Da Ã(x) stetig sein mu¼, mu¼ gelten

Ã(0) = Ã(a) = 0 (10.2)

Dies sind sog.Randbedingungen an die Wellenfunktion (WF) Ã(x).

FÄur 0< x < a haben wir die SchrÄodingergleichung

¡ ~2

2m
d2

dx2 Ã(x) = EÃ(x)

mit der Randbedingung (10.2). GegenÄuber dem vorangegangenen Beispiel hat sich
also nicht die SchrÄodingergleichung, sondern die Randbedingung geÄandert.

Die LÄosung kennen wir

Ã(x) = Aeikx + Be¡ ikx

= A (cos(kx) + i sin(kx)) + B (cos(kx) ¡ i sin(kx))

= ( A + B) cos(kx) + i (A ¡ B) sin(kx)

mit ~k =
p

2mE . Da Ã(0) = 0 fÄur alle k, folgt

A + B = 0 ; B = ¡ A

und
Ã(x) = 2 iA sin(kx)

oder
Ã(x) = C sin(kx) (10.3)

mit neuer Konstante C. Die RandbedingungÃ(a) = 0 fÄur alle k erfordert

ka = n¼ ; n= 0; 1; 2: : :

k = n¼
a
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Wir haben damit die LÄosungen

Ãn (x) = Cn sin
³

n¼
a

´
; n = 0; 1; 2: : : (10.4)

Die verbleibende KonstanteCn wird durch die Normierungsbedingung
Z

dxjÃn (x)j2 = 1 (10.5)

festgelegt, wasCn =
q

2=a gibt. Wir erhalten damit

Ãn (x) =
q

2
a sin

³
n¼
a

´
; n = 0; 1; 2: : : (10.6)

Die Energien ergeben sich zu (E = ~2k2

2m )

E =
~2

³
n¼
a

´ 2

2m

En = ~2¼2n2

2ma2 (10.7)

FÄur n = 0 haben wir Ãn (x) = 0 fÄur alle x, d.h. W(x) ´ 0. Dies beschreibt kein
Teilchen. Die zulÄassigen Werte sind alson = 1; 2; 3: : :

Interpretation:
Die Ãn(x) sind EF von Ĥ mit den EigenwertenEn . Im Zustand Ãn hat die Energie
den scharfen WertEn .
Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ist dieEnergie quantisiert, d.h. es
kÄonnen nurdiskreteWerte von E gemessen werden.
Die Quantisierung entsteht durch die EinschrÄankung des Teilchens auf ein endli-
ches Gebiet.
Die Ãn (x) sind nicht mehr EF des Impulsoperators, dâH = p̂2

2m + V(x) nicht mehr
mit p̂ kommutiert. ¢ p ist also 6= 0.

Bemerkung: Die ganze Zahln = 1; 2; 3: : : hei¼tQuantenzahl . Sie numeriert
die EnergieniveausEn .
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Schematisch:

8

E1

8

x
0 a

E2= 4E1

= 9E13E

V(x)

Elektronen in Halbleiter-Nanostrukturen (sog.Quantendots) sind ein Beispiel fÄur
ein \Teilchen im Kasten".

Der niedrigste erlaubte Zustand istn = 1 mit der Energie

E1 =
~2¼2

2ma2

Die Energie ist alsoimmer positiv, im Gegensatz zur klassischen Mechanik, bei
der das Teilchen im Kasten ruhen kann (E = 0). Die Lokalisierung in x erzwingt
eine endliche ImpulsunschÄarfe ¢p, die zu der kinetischen EnergieT = (¢ p)2

2m fÄuhrt
und damit zu E1 > 0. Da man dieEn im Prinzip messen kann, sehen wir, da¼
die UnschÄarferelation zu beobachtbaren Konsequenzen fÄuhrt. FÄur ~ ! 0 geht
E1 ! 0: ÄUbergang zur klassischen Mechanik.
Die Eigenfunktionendes Hamiltonoperators sind:

Ã1(x) =

s
2
a

sin
µ ¼

a

¶

Ã2(x) =

s
2
a

sin
µ 2¼

a

¶

Ã3(x) =

s
2
a

sin
µ 3¼

a

¶
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Qualitativ:

0
x

y

y

y

(x)
3

(x)2

(x)1

1 Nullstelle

Keine Nullstelle

2 Nullstellen

a

Ãn (x) hat also (n ¡ 1) Nullstellen und n Extrema.
jÃn (x)j2 hat also (n ¡ 1) Nullstellen und n Maxima.
Obwohl das Problem extrem idealisiert ist, sind viele qualitative Eigenschaften
dieses Modells charakteristisch fÄur das Problem eines gebundenen quantenmecha-
nischen Teilchens, z.B. Quantisierung, Knoteneigenschaften der WF, usw.
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11 Der Tunnele®ekt

Der Tunnele®ekt ist ein spezi¯sch quantenmechanisches PhÄanomen, das fÄur die
Bewegung von Elektronen und fÄur die Schwingungs- und Reaktionsdynamik von
leichten Atomen von Bedeutung ist.

Betrachten wir ein Teilchen in einem stationÄaren Zustand, d.h. mit scharfer
EnergieE. Klassisch kann das Teilchen in Bereiche, woV > E ist, nicht eindrin-
gen (kinetische Energie mÄu¼te negativ sein). Man spricht von \klassisch verbotenen
Bereichen". Quantenmechanisch kann das Teilchen solche Bereiche mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit durchdringen: dies ist der sog.Tunnele®ekt.

Das einfachste Beispiel ist eine rechteckigePotentialbarriere in einer Dimension.

x

II

E < V2

V2

V1
0 a

I III

Ein freies Teilchen mit der EnergieV1 < E < V 2 tre®e von links auf die Barriere.
Die TunnelwahrscheinlichkeitP ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen rechts von
der Barriere zu ¯nden (klassisch istP = 0).

Wir wollen die Berechnung vonP hier nicht durchfÄuhren, sondern das PhÄano-
men qualitativ diskutieren. In den Bereichen I, III haben wirdie Wellenfunktion
eines freien Teilchens

ÃI (x) = Aeikx + Be¡ ikx

ÃIII (x) = A0eikx + B 0e¡ ikx

mit k =
³

2m(E ¡ V1 )
~2

´ 1
2

Im Bereich II gilt entsprechend

ÃII (x) = A00eik 0x + B 00e¡ ik 0x

mit k0 =
³

2m(E ¡ V2 )
~2

´ 1
2

WegenE < V 2 ist k0 = i· , wobei

· =

Ã
2m (V2 ¡ E)

~2

! 1
2
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reell ist, d.h.
ÃII (x) = A00e¡ ·x + B 00e·x

FÄur x = 0 und x = a mÄussen die WFÃI ; ÃII ; ÃIII stetig und di®erenzierbar an-
einander ansschlie¼en (damitd2Ã

dx2 existiert). Dies bestimmt die unbekannten Koef-
¯zienten A; B; etc.
Qualitativ:

III III

exponentieller Abfall

Rey

Oszillation Oszillation

Das VerhÄaltnis der Quadrate der Amplituden in III und I ist die Tunnelwahr-
scheinlichkeitP:

P = jÃIII j2

jÃI j2
(11.1)

Die Rechnung liefert nÄaherungsweise

P ¼ e¡ x (11.2)

x = 2a
~

q
2m (V2 ¡ E) (11.3)

P hÄangt exponentiell ab von derDicke der Barriere, der Wurzel aus der Masse,
und der Wurzel aus der Energiedi®erenzV2 ¡ E. FÄur hohe und breite Barrieren
sowie schwere Teilchen ist der Tunnele®ekt vernachlÄassigbar. Inder Praxis ist er
wichtig fÄur Elektronen und Protonen.
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Den harmonischen Oszillator wollen wir als Paradebeispiel fÄur ein gebundenes
quantenmechanisches Systembesonders ausfÄuhrlich diskutieren. Das Problem ist
nicht nur besonders einfach, sondern auch von eminenter Bedeutung in Physik
und Chemie, z.B. quantisiertes Strahlungsfeld oder Kernschwingungen von Mo-
lekÄulen bzw. Phononen im FestkÄorper. Viele charakteristische Eigenschaften von
Quantensystemen lassen sich am Beispiel des harmonischen Oszillators besonders
einfach studieren, z.B. UnschÄarferrelation, vollstÄandige Zustandssysteme, oder Zu-
sammenhang zwischen quantenmechanischer und klassischer Beschreibung.

12 Hamiltonoperator

In der klassischen Mechanik resultiert eine schwingende (periodische) Bewegung,
wenn eine RÄuckstellkraft wirkt, die proportional zur Auslenkung ist (Hooke'sches
Gesetz).

Sei x die Auslenkungeines Teilchens aus einerstabilen Ruhelage, d.h. x = 0
entspricht der Ruhelage des Teilchens. DieRÄuckstellkraftsei

K = ¡ kx (12.1)

Das Minuszeichen beschreibt rÄucktreibende Kraft. Die Konstante k hei¼t Feder-
konstante oderKraftkonstante und bestimmt die StÄarke der RÄuckstellkraft. Die
entsprechendePotentialfunktion ist

V(x) = 1
2kx2 (12.2)

da K = ¡ dV
dx .

Die Gesamtenergie(Hamiltonfunktion) des Systems ist damit

H = T + V(x)

=
1
2

m _x2 + V(x)

=
p2

2m
+

1
2

kx2 (p = m _x)

m ist die Masse des Teilchens. DerÄUbergang zur Quantenmechanik ergibt sich mit
der ÄUbersetzungsregel

p !
~
i

d
dx

:

Dies liefert denHamiltonoperator

Ĥ = ¡ ~2

2m
d2

dx2 + 1
2kx2

Dies ist derHamiltonoperator des eindimensionalen Oszillators.
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13 LÄosung der SchrÄodingergleichung

Die zeitabhÄangigeSchrÄodingergleichung fÄur den harmonischen Oszillator lautet

n
¡ ~2

2m
@2

@x2 + 1
2kx2

o
Ã(x; t ) = i~@Ã

@t (13.1)

Der Ansatz

Ãn (x; t ) = un (x)e¡ i( E n
~ )t

fÄuhrt zu n
¡ ~2

2m
d2

dx2 + 1
2kx2

o
un (x) = Enun (x) (13.2)

Dies ist die zeitunabhÄangigeSchrÄodingergleichung.n numeriert die Energieeigen-
werte En und EF un (x). (13.2) ist eineEigenwertgleichung.

Jede LÄosungÃ(x; t ) von (13.1) lÄa¼t sich durch dieun (x) ausdrÄucken:

Ã(x; t ) =
P 1

n=0 cnun (x)e¡ i( E n
~ )t

Ã(x; 0) =
1X

n=0

cnun

Es folgt (s.o.)
cn =

R
dx u¤

n (x)Ã(x; 0)

FÄur jedes vorgegebeneÃ(x; 0) kÄonnen wir diecn ausrechnen (wenn wirun (x) und
En kennen) und haben damit die LÄosung von (13.1).

Die LÄosung von (13.2) erfordert mehrere Umformungen. Wir fÄuhren zunÄachst eine
dimensionslose Koordinateein

» = ®x

mit einer Konstante ®. Es folgt

d» = ®dx
d
d»

=
1
®

d
dx

;
d

dx
= ®

d
d»

d2

dx2
= ®2 d2

d»2

Damit

¡
~2

2m
®2u00

n (») +
1
2

k
1
®2

»2un (») ¡ Enun (») = 0

mit u00
n = d2un (»)

d»2 . Multiplikation mit ¡
³

2m
®2~2

´
liefert:

u00
n ¡

mk
~2®4

»2un +
2mEn

~2®2
= 0
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Wir setzen:

®4 =
mk
~2

® = 4
q

mk
~2 ist ein LÄange.

Weiterhin de¯nieren wir:

¸ n =
2mEn

~2®2

¸ n =
2mEn~

~2
p

mk
=

2En

~
q

k
m

¸ n = 2En

~
p

k
m

ist eine dimensionslose Energie.

Damit:

u00
n ¡ »2un + ¸ nun = 0

u00
n (») + ( ¸ n ¡ »2) un (») = 0 (13.3)

» und ¸ n sind dimensionsloseGrÄo¼en.

LÄosung der Di®erentialgleichung:
Wir betrachten nun Gl. (13.3) fÄur» ! 1 . In diesem Limes kÄonnen wiŗ n gegen
»2 vernachlÄassigen.
Approximativ:

u00
n ¡ »2un = 0

Ansatz:

un (») = e§ c»2
= e¡ c»2

(das Pluszeichen mÄussen wir ausschlie¼en)

u0
n = ¡ 2c»e¡ c»2

u00
n = ¡ 2ce¡ c»2

+ 4c2»2e¡ c»2

Also
4c2»2e¡ c»2

¡ 2ce¡ c»2

| {z }
vernachlÄa¼igbar fÄur » ! 1

¡ »2e¡ c»2
= 0

Es folgt

4c2 ¡ 1 = 0

c = 1
2

d.h. un (») = e¡ 1
2 »2

erfÄullt die Dfgl. (13.3) im Limes» ! 1 . Dies fÄuhrt zu dem
Ansatz:

un (») = Nne¡ »2

2 Hn (»)
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Nn ist Normierungsfaktor (Konvention). Es folgt

u0
n = Nn (¡ ») e¡ »2

2 Hn + Nne¡ »2

2 H 0
n

u00
n = ¡ Nne¡ »2

2 Hn + Nn»2e¡ »2

2 Hn ¡ 2Nn»e¡ »2

2 H 0
n + Nne¡ »2

2 H 00
n

u00
n = Nne¡ »2

2

n³
¡ 1 + »2

´
Hn ¡ 2»H0

n + H 00
n

o

Damit (s. (13.3))

Nne¡ »2

2

n³
»2 ¡ 1

´
Hn ¡ 2»H0

n + H 00
n +

³
¸ n ¡ »2

´
Hn

o
= 0

H 00
n ¡ 2»H0

n + ( ¸ n ¡ 1) Hn = 0 (13.4)

Dies ist schlie¼lich die Dfgl., die wir lÄosen wollen.n numeriert die erlaubten LÄosun-
gen dieser Gleichung.

Die LÄosungsmethode ist derPotenzreihenansatz

Hn (») =
P 1

l=0 al»l

H 0
n (») =

1X

l=1

lal»l ¡ 1

H 00
n (») =

1X

l=2

l (l ¡ 1) al»l ¡ 2

Einsetzen in (13.4) ergibt

1X

l=2

al l (l ¡ 1) »l ¡ 2 ¡ 2
1X

l=1

al l»l +
1X

l=0

al (¸ n ¡ 1) »l = 0

bzw.
1X

l=0

»l f al+2 (l + 2)( l + 1) ¡ 2al l + al (¸ n ¡ 1)g = 0

Der Koe±zient jeder Potenz mu¼ verschwinden.
Sei die Potenz»m :

(m + 2) ( m + 1) am+2 ¡ 2mam + ( ¸ n ¡ 1) am = 0

(m + 2) ( m + 1) am+2 ¡ [2m + 1 ¡ ¸ n ] am = 0 (13.5)

Dies ist eineRekursionsrelationfÄur dieam . Wenn wir a0 und a1 vorgeben, sind alle
hÄoherenam festgelegt.

Konvergenz der Potenzreihenentwicklung:
Wir bilden fÄur m ! 1 :

am+2

am
!

2m
(m + 1) ( m + 2)

=
2m

m2 + 3m + 2
!

2
m
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limm! 1

³
am +2

am

´
! 0 garantiert Konvergenz der Reihe.

Andererseits betrachten wir

e»2
=

1X

m=0

»2m

m!
=

X

m=0 ;2;4:::

»m
³

m
2

´
!

Es ist fÄur diese Reihe

am+2

am
=

³
m
2

´
!

h³
m+2

2

´i
!

=

³
m
2

´
!

³
m
2 + 1

´
!

=
1

m
2 + 1

!
2
m

FÄur » ! 0 verhÄalt sich die LÄosung der Dfgl. wiee»2
und damit

un (») = NnHn (»)e¡ »2

2 ! e
»2

2

Ein exponentieller Austieg vonun (») ist aber unzulÄassnig. Einzige LÄosungsmÄoglich-
keit: Die Potenzreihe mu¼ abbrechen, d.h.Hn (») mu¼ ein Polynom sein.

Wir setzen ¸ n = 2n + 1, dann wird die Rekursionsgleichung (13.5)

(m + 2) ( m + 1) am+2 ¡ (2m ¡ 2n) am = 0

(m + 2) ( m + 1) am+2 ¡ 2 (m ¡ n) am = 0 (13.6)

Wenn m = n (fÄur festesn), folgt am+2 = 0. Dann ist auch am+4 = 0; am+6 = 0, usw.

Wenn wir ¸ n = 2n + 1 setzen, sind die LÄosungenHn (») Polynome vom Grad
n. Damit ist un (») normierbar, d.h.

R
d»jun (»)j2 < 1 .

Bestimmung der Polynome Hn (») (bis auf Normierung):
n = 0 : H0(») = a0

n = 1 : H1(») = a1»

¾

Beginn der Rekursion

n = 2 : Setzem = 0 in (13.6)

2a2 ¡ 2(¡ 2)a0 = 0

a2 + 2a0 = 0

a2 = ¡ 2a0

a4 = a6 = 0 usw.

H2(») = a0 (1 ¡ 2»2)

n = 3 : Setzem = 1 in (13.6)

3 ¢2 ¢a3 ¡ 2(1 ¡ 3)a1 = 0

6a3 + 4a1 = 0

a3 = ¡
2
3

a1

a5 = a7 = 0 usw.

H3(») = a1

³
» ¡ 2

3»3
´

usw.



IV 13. L ÄOSUNG DER SCHRÄODINGERGLEICHUNG 55

Die Hn (») sind alternierend gerade und ungerade in».

Zusammenfassung der Ergebnisse:
Energieeigenwerte:

¸ n =
2En

~
q

k
m

= 2n + 1 ; n = 0; 1; 2: : :

Die Energie ist quantisiert.

2En = ~

s
k
m

(2n + 1)

En = ~!
³
n + 1

2

´
; n = 0; 1; 2: : : (13.7)

! = k
m (13.8)

(klassischer Ausdruck fÄur die Schwingungsfrequenz)

Die Quantisierung folgt aus der Forderung, da¼un (») normierbar sein mu¼, d.h.
un ! 0 fÄur» ! 1 . Die Randbedingung (» ! 1 ) erzwingt diskrete Eigenwerte
¸ n ; En (vergl. das Kastenpotential).

Eigenfunktionen:

un (x) = Nne¡ ®2x 2

2 Hn (®x) (» = ®x)

® = 4

s
mk
~2

=
r

m!
~

; Nn =
µ ®

¼
1
2 2nn!

¶ 1
2

(13.9)

Nn ist so gewÄahlt, da¼
R

jun (x)j2 dx = 1.

Die PolynomeHn (») hei¼enHermite-Polynome . Sie sind de¯niert durch

H 00
n (») ¡ 2»H0

n (») + 2 nH n (») = 0 (13.10)

(mit geeigneter Normierung) oder durch die explizite Formel

Hn (») = ( ¡ 1)ne»2 dn

d»n e¡ »2
(13.11)

Die ersten 3 EF:

u0(x) =
®

1
2

¼
1
4

e¡ ®2x 2

2

u1(x) =
®

1
2

2
1
2 ¼

1
4

2®xe¡ ®2 x 2

2

u2(x) =
®

1
2

8
1
2 ¼

1
4

³
4®2x2 ¡ 2

´
e¡ ®2x 2

2

...
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Zusammenfassung: LÄosung der SchrÄodingergleichung fÄur den harmoni-
schen Oszillator:

1. Hamiltonoperator:

H (p; x) =
p2

2m
+

1
2

kx2

Ĥ = ¡ ~2

2m
d2

dx2 + 1
2kx2

2. ZeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung:

Ĥun (x) = Enun (x)

3. VariablenÄanderung:» = ®x, ® = 4
q

mk
~2

u00
n (») + ( ¸ n ¡ »2) un (») = 0

4. Asymptotisches Verhalten:» ! 1

u00
n (») ¡ »2un = 0 ! un » e¡ 1

2 »2
fÄur » ! 1

5. Abspalten des asymptotischen Verhaltens:

un (») = NnHn (»)e¡ 1
2 »2

H 00
n (») ¡ 2»H0

n (») + ( ¸ n ¡ 1) Hn (») = 0

6. LÄosung durch Potenzreihenansatz:

Hn (») =
P 1

l=0 al»l

Rekursionsrelation:

(m + 2) ( m + 1) am+2 ¡ (2m + 1 ¡ ¸ n ) am = 0

7. Konvergenz:Hn (») » e»2
fÄur » ! 1 , au¼er wenn die Reihe abbricht!

¸ n = 2n + 1

Hn (») ist Polynom vom Graden

En = ~!
³
n + 1

2

´
; ! =

q
k
m
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14 Eigenschaften der LÄosungen

14.1 Energieniveaus:

En = ~!
³
n + 1

2

´
; n = 0; 1; 2: : :

Die Energieniveaus sindÄaquidistant(siehe Abb. IV.1).
E0 = ~!

2 hei¼tNullpunktsenergie.
Der Oszillator hat im tiefsten Zustand eine nichtverschwindende Energie. Auch bei
T = 0 sind z.B. die Atome im FestkÄorper nicht in Ruhe. Die Nullpunktsenergie ist
eine Konsequenz der Heisenbergschen UnschÄarferelation.

14.2 Wellenfunktionen:

Ãn (x; t ) = un (x)e¡ iE n
~ t

jÃn (x; t )j2 = jun (x)j2 = const (in t)

Es handelt sich umstationÄare ZustÄande. (siehe Abb. IV.2)

14.3 ZeitabhÄangige Beschreibung des harmonischen Oszil-
lators

Bisher haben wir die stationÄaren ZustÄande des Oszillators ausgerechnet. Dies ist
das typische Vorgehen fÄur ein quantenmechanisches Problem.Es ist vielleicht nicht
klar, was die LÄosungen mit einem schwingenden Teilchen zu tunhaben.

Zur Illustration betrachten wir ein zeitabhÄangiges Problem, nÄamlich die LÄosung
von (13.1) mit

Ã(x; 0) = N0e¡ 1
2 ®2 (x¡ x0 )2

(14.1)

(Oszillatorgrundzustand, \geshiftet" um x0). Wir bestimmen Ã(x; t ) und hxi t .

Ã(x; t ) =
P 1

n=0 cnun (x)e¡ iE n
~ t

Ã(x; t ) =
1X

n=0

cnNnHn (®x)e¡ 1
2 ®2x2

e¡ i! (n+ 1
2 )t

cn =
Z

dxN0e¡ 1
2 ®2 (x¡ x0 )2

NnHn (®x)e¡ 1
2 ®2x2
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Abb. IV.1: Potentialfunktion und Eigenwerte des harmonischen Oszillators

Abb. IV.2: Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators fÄur º = 0 ; 1; 2; 3.
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Wir kÄonnen diecn durch Integration berechnen und haben damitÃ(x; t ) als unend-
liche Reihe dargestellt. Umhxi t zu ¯nden, brauchen wir diecn gar nicht explizit.
Wir bilden

hxi t =
X

n

X

m
cncmNnNm

Z
dxe¡ ®2x2

xH n (®x)Hm (®x)e¡ i! (n+ 1
2 )tei! (m+ 1

2 )t

hxi t =
X

n

X

m
cncmei! (m¡ n)tNnNm

Z
dxxH n (®x)Hm (®x)e¡ ®2x2

| {z }
I nm

I nm = NnNm

Z
dxxH n (®x)Hm (®x)e¡ ®2x2

= NnNm
1
®2

Z
d» »Hn (») Hm (») e¡ »2

hxi t =
P

n
P

m cncm I nm ei! (m¡ n)t (14.2)

Wir benutzen die Rekursionsrelation (s.ÄUbungen)

Hn+1 ¡ 2»Hn + 2nH n¡ 1 = 0

»Hn =
1
2

Hn+1 + nH n¡ 1

I nm =
1
®2

NnNm

Z
d»

· 1
2

Hn+1 Hm + nH n¡ 1Hm

¸

e¡ »2

=
1

2®2

Nn

Nn+1
±n+1 ;m +

1
®2

Nn

Nn¡ 1
±n¡ 1;m

da
Z

d»NnNmHnHme¡ »2 = ±n;m (OrthogonalitÄat u. Normierung)

Nn

Nn+1
=

s
2n+1 (n + 1)!

2nn!
=

p
2
p

n + 1

Nn

Nn¡ 1
=

s
2n¡ 1 (n ¡ 1)!

2nn!
=

1
p

2

1
p

n

I nm = 1p
2

1
®2

hp
n + 1±n+1 ;m +

p
n±n¡ 1;m

i
(14.3)

(14.4)

ZurÄuch zu (14.2):

hxi t =
X

n

X

m
cncm I nm ei! (m¡ n)t

hxi t =
1X

n=0

cncn+1
1

p
2

1
®2

p
n + 1ei!t

+
1X

n=1

cncn¡ 1
1

p
2

1
®2

p
ne¡ i!t

| {z }

n ! m + 1 :
1X

m=0

cm+1 cm
1

p
2

1
®2

p
m + 1e¡ i!t

hxi t = 2 cos (!t )
1X

n=0

cncn+1
1

p
2

1
®2

p
n + 1 da ei!t + e¡ i!t = 2 cos(!t )

hxi t =
p

2
®2 cos(!t )

P 1
n=0 cncn+1

p
n + 1
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hxi oszilliert mit der Frequenz! . Entscheidend dafÄur ist die Gl.(14.3), d.h.I nm »
±n+1 ;m + ±n¡ 1;m .

Es ist hxi 0 =
p

2
®2

P 1
n=0 cncn+1

p
n + 1; hxi t = hxi 0 cos(!t ). Andererseits folgt direkt

mit Ã(x; 0) = N0e
1
2 ®2 (x¡ x0 )2

:
hxi 0 = x0

und damit
hxi t = x0 cos(!t ) (14.5)

Der Mittelwert der Koordinate des Teilchensoszilliert mit der Frequenz ! wie
ein klassischer Oszillator. Wir haben damit nochmals dasKorrespondenzprinzip
veri¯ziert.

14.4 Diskussion der ParitÄat

Die EF des Oszillators haben eine Eigenschaft, die eine zentrale Rolle in Physik
und Chemie spielt:
Die EF un (x) sind alternierend geradeund ungeradeFunktionen von x, d.h. fÄur
x ! ¡ x gilt un ! un fÄur geraden und un ! ¡ un fÄur ungeraden (siehe Abb.
III.1).

Diese Symmetrieeigenschaft hei¼tParitÄat . Sie ist eine Konsequenz davon, da¼
Ĥ = ¡ ~2

2m
d2

dx2 + 1
2kx2 invariant ist bezÄuglich der Operationx ! ¡ x:

Ĥ x!¡ x¡! Ĥ

Allgemeiner de¯nieren wir einenParitÄatsoperator P̂ :
De¯nition:

P̂u(x) = u(¡ x) (14.6)

P̂ ist ein linear hermitescher Operator, denn

a) P̂ ist linear

P̂(u + v) = P̂(u) + P̂(v)

P̂ cu = cP̂u

b) P̂ ist hermitesch
Z

dxu¤(x)P̂ v(x) =
1Z

¡1

dxu¤(x)v(¡ x) =

¡1Z

1

(¡ dx) u¤(¡ x)v(x) =
1Z

¡1

dxu¤(¡ x)v(x)

=
Z

dxv(x)
h
P̂ u(x)

i ¤
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Eigenwerte des ParitÄatsoperators:

P̂ u(x) = pu(x) (14.7)

Es folgt
P̂2u(x) = p2u(x)

Andererseits ist

P̂2u(x) = u(x); alsop2 = 1 (14.8)

p = § 1 (14.9)

p = +1 hei¼t gerade ParitÄat(geraden beim Oszillator)
p = ¡ 1 hei¼tungerade ParitÄat(ungeraden beim Oszillator)

Falls Ĥ (¡ x) = Ĥ (x), dann kommutiert P̂ mit Ĥ . Denn:

P̂
³
Ĥu(x)

´
= Ĥ (¡ x)u(¡ x) = Ĥ (x)u(¡ x) = Ĥ (x)

³
P̂ u(x)

´
(nach Def.)

Also

P̂Ĥ = Ĥ P̂
h
P̂ ; Ĥ

i
= 0:

Wir wissen bereits:
Falls

h
P̂ ; Ĥ

i
= 0, gibt es Funktionen Ãn , die gleichzeitig EF zuĤ und P̂ sind.

Im Falle des Oszillators haben wir dies explizit gesehen: Die EF un (x) von Ĥ
sind gleichzeitig EF vonP̂ mit Eigenwert § 1.

Die ParitÄatsoperation ist ein elementares Beispiel einerSymmetrieoperation. Sym-
metrien sind von zentraler Bedeutung in Physik und Chemie.
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Wir haben bisher nur eindimensionale Bewegung betrachtet. In2 und 3 Di-
mensionen kommt insbesondere dieRotationsbewegungals neues PhÄanomen dazu.
Als Vorbereitung der Beschreibung des Wassersto®atoms, in dem ein leichtes Elek-
tron um ein schweres Proton kreist, betrachten wir allgemein die Beschreibung von
Kreisbewegung in der Quantenmechanik. Eine weitere Anwendung ist die Beschrei-
bung derRotationsbewegung von MolekÄulen.

15 Drehimpuls und Drehimpulsoperatoren

Als einfachstes Beispiel betrachten wir dieKreisbewegung eines Teilchensin der
x ¡ y¡ Ebene

y

L

r
m

v

x

z

Klassisch entspricht dieser Bewegung derDrehimpuls

~L = m ~r £ ~v = ~r £ ~p (15.1)

mit

~r =

0

B
@

x
y
0

1

C
A ; ~p=

0

B
@

px

py

0

1

C
A ; ~L =

0

B
@

0
0

L z

1

C
A

~L ist ein Vektor, der senkrecht auf der Rotationsebene steht.

De¯nition des Vektorprodukts:
³
~a£ ~b

´

x
= aybz ¡ azby

³
~a£ ~b

´

y
= azbx ¡ axbz

³
~a£ ~b

´

z
= axby ¡ aybx

Also:
L x = L y = 0 ; L z = xpy ¡ ypx
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Um den quantenmechanischen Operator̂L z zur erhalten, ersetzen wir die klassi-
schen Impulse durch Operatoren:

p̂x =
~
i

@
@x

; p̂y =
~
i

@
@y

Damit

L̂ z =
~
i

Ã

x
@
@y

¡ y
@

@x

!

(15.2a)

Allgemein (d.h. Rotation um eine beliebige Achse) ist der Drehimpulsoperator ein
Vektor

~̂L =

0

B
B
@

L̂ x

L̂ y

L̂ z

1

C
C
A

mit (zyklische Vertauschung)

L̂ x = ~
i

³
y @

@z¡ z @
@y

´
(15.2b)

L̂ y = ~
i

³
z @

@x¡ x @
@z

´
(15.2c)

L̂ z = ~
i

³
x @

@x¡ y @
@y

´

Wir berechnen nun denKommutator
h
L̂ x ; L̂ y

i
. Diese Kommutatoren spielen eine

Äahnlich wichtige Rolle wie [^x; p̂x ], etc.

L̂ x L̂ y = ¡ ~2

Ã

y
@
@z

¡ z
@
@y

! Ã

z
@

@x
¡ x

@
@z

!

= ¡ ~2

Ã

yz
@
@z

@
@x

+ y
@

@x
¡ yx

@2

@z2
¡ z2 @

@y
@
@x

+ zx
@
@y

@
@z

!

L̂ yL̂ x = ¡ ~2

Ã

z
@

@x
¡ x

@
@z

! Ã

y
@
@z

¡ z
@
@y

!

= ¡ ~2

Ã

zy
@

@x
@
@z

¡ z2 @
@x

@
@y

¡ xy
@2

@z2
+ x

@
@y

+ xz
@
@z

@
@y

!

Also
h
L̂ x ; L̂ y

i
= L̂ x L̂ y ¡ L̂ yL̂ x

= ¡ ~2

Ã

y
@

@x
¡ x

@
@y

!

= ~2

Ã

x
@
@y

¡ y
@

@x

!

= ( i~)

Ã
~
i

! Ã

x
@
@y

¡ y
@

@x

!

= i~L̂ z

h
L̂ x ; L̂ y

i
= i~L̂ z (15.3a)
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Analog (zyklisch):

h
L̂ y; L̂ z

i
= i~L̂ x (15.3b)

h
L̂ z; L̂ x

i
= i~L̂ y (15.3c)

Diese Kommutator-Relationen kÄonnen wir auch alsDe¯nition der quantenmecha-
nischen Drehimpulsoperatoren au®assen. Dieses Konzept ist allgemeiner als unsere
Ausgangsvorstellung von einem kreisenden Teilchen. Beispiel fÄur einen allgemeine-
ren Drehimpulsoperator: Spin der Elementarteilchen.

Folgerung aus (3): Da diêL i nicht kommutieren, kannnur eine Komponenteohne
UnschÄarfe gemessen werden. Wir kÄonnen also immer nur eine Komponente (kon-
ventionell L̂ z) exakt spezi¯zieren.

Schlie¼lich betrachten wir noch dasQuadrat des Drehimpulsoperators.
Def.:

L̂2 = ~̂L ¢~̂L = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (15.4)

Es folgt nach elementarer Rechnung (ÄUbung)

h
L̂2; L̂ x

i
=

h
L̂2; L̂ y

i
=

h
L̂2; L̂ z

i
= 0 (15.5)

L̂2 und L̂ z sind also einkommutierendes Paar von Operatorenund kÄonnen gleich-
zeitig ohne UnschÄarfe gemessen werden.

Alle RotationsvorgÄange lassen sich viel einfacher in sphÄarischen oderPolar-Koordinaten
beschreiben. In drei Dimensionen ist die De¯nition der Polarkoordinaten r; µ; Á:

x = r sin (µ) cos (Á)

y = r sin (µ) sin (Á)

z = r cos (µ)

r =
³
x2 + y2 + z2

´ 1
2
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y

x

z

(x,y,z)

r
q

f

q Polarwinkel
f Azimuthwinkel

FÄur zweidimensionale Rotation (inx ¡ y¡ Ebene) sindZylinderkoordinatengeeig-
net

x = ½cos (Á)

y = ½sin (Á)

z = z

½=
³
x2 + y2

´ 1
2

Als Beispiel wollen wir veri¯zieren, da¼̂L z in Zylinderkoordinaten und Polarkoor-
dinaten gegeben ist durch

L̂ z = ~
i

@
@Á (15.6)

FÄur eine beliebige Funktionf (x; y) = f (½; Á) ist

@f
@Á

=
@f
@x

@x
@Á

+
@f
@y

@y
@Á

(Kettenregel)

@x
@Á

= ¡ ½sin (Á) = ¡ y

@y
@Á

= ½cos (Á) = x

@f
@Á

= ¡ y
@f
@x

+ x
@f
@y

Also
@

@Á= x @
@y¡ y @

@x



V 15. DREHIMPULS UND DREHIMPULSOPERATOREN 67

Damit ist (15.6) veri¯ziert.

Auf analoge Weise lÄa¼t sicĥL2 durch Ableitungen nach½; µ; ÁausdrÄucken. Eine
lÄangere Rechnung ergibt (Levinex5.3)

L̂2 = ¡ ~2
n

1
sin µ

@
@µ

³
sinµ @

@µ

´
+ 1

sin2 µ
@2

@Á2

o
(15.7)

Man sieht noch einmal, da¼̂L z und L̂2 kommutieren, da die Koe±zienten vonL̂2

nicht von Á abhÄangen.
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16 Eigenfunktionen von L̂ z und L̂2

Wir lernen hier ein weiteres elementares Beispiel von Quantisierung kennen.

16.1 Eigenwertgleichung von L̂ z

L̂ zÃ (Á) = ¸Ã (Á) (16.1)

also
~
i

@
@Á

Ã(Á) = ¸Ã (Á)

Die LÄosung ist o®ensichtlich:
Ã = Ae

i
~ ¸Á (16.2)

Damit die LÄosungsfunktion eindeutig ist, mu¼ gelten

Ã(Á+ 2¼) = Ã(Á)

Dies ist wieder eineRandbedingungfÄur die LÄosungsfunktionÃ. Die Randbedingung
fÄuhrt zur Quantisierung:

Ã(Á+ 2¼) = e
i
~ 2¼¸Ã(Á)

e
i
~ 2¼¸ = 1

i
~

2¼¸ = m(2¼i) ; m = 0; § 1; § 2; : : :

Also gilt
¸ = m~ ; m = 0; § 1; § 2; : : : (16.3)

und wir erhalten die Eigenfunktionen

Ãm (Á) = AmeimÁ (16.4)

Die verbleibende KonstanteAm ist durch die Normierungbedingung

2¼Z

0

jÃm (Á)j2dÁ = 1 (16.5)

festgelegt, wasAm = 1=
p

2¼ergibt. Die Eigenfunktionen lauten daher

Ãm (Á) = 1p
2¼

eimÁ (16.6)

Der Drehimpuls L̂ z ist also quantisiert: jede Messung von̂L z kann nur ein Viel-
faches von~ liefern.
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Energie der (zweidimensionalen) Rotation:
Die klassische Formel fÄur dieRotationsenergiein x ¡ y¡ Ebene ist

H =
L2

z

2mr 2
=

1
2

L2
z

I

wobei I = mr 2 das TrÄagheitsmoment ist. Der quantenmechanische Hamiltonope-
rator ist also

Ĥ = 1
2µL̂2

z

Eigenwertgleichung fÄur die EnergiezustÄande

1
2µL̂2

zÃ = EÃ (16.7)

Aus L̂ zÃ = m~Ã folgt sofort L̂2
zÃ = m2~2Ã. Die EigenfunktionenÃ(Á) von L̂ z sind

also auch Eigenfunktionen vonĤ mit den Eigenwerten

Em = 1
2µm2~2 (16.8)

Dies ist analog zur freien Bewegung: Impuls-EigenzustÄande sind auch Energieei-
genzustÄande.

Alle ZustÄande mit m 6= 0 sind zweifach entartet: Ãm und Ã¡ m haben gleiche
Energie. Entspricht verschiedenem Drehsinn.

Abschlie¼end betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens imm¡ ten
Drehimpulszustand. Es ist

jÃm (Á)j2 =
1

2¼
eimÁ e¡ imÁ =

1
2¼

unabhÄangig vonÁ. Wir haben also keinerlei Information Äuber die Position des
Teilchens. Kenntnis des Drehimpulses schlie¼t Kenntnis des Ortes aus.

16.2 Eigenwertgleichung von L̂2

Wir wollen die LÄosung dieser partiellen Dfgl. in 2 Dimensionenhier nicht explizit
durchrechnen. Dies ist ein Problem der mathematischen Physik.Die LÄosungen
sind die Kugel°Äachenfunktionen (Wellenfunktionen eines Teilchens auf einer
Kugelober°Äache) Wir diskutieren hier deren Eigenschaften. Mehr Details: s. Levine
x5.3

n
1

sin(µ)
@
@µ

³
sin(µ) @

@µ

´
+ 1

sin2 (µ) @2

@Á2

o
Ylm (µ; Á) = ¡ l(l + 1) Ylm (µ; Á) ; l = 0; 1; 2; : : :

(16.9)
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Die Ylm (µ; Á) sind also die Eigenfunktionen von̂L2:

L̂2Ylm (µ; Á) = ~2l (l + 1) Ylm (µ; Á) (16.10)

Sie sind explizit gegeben durch

Ylm (µ; Á) =
h

2l+1
4¼

(l ¡j mj)!
(l+ jmj)!

i 1
2 P jmj

l (cosµ)eimÁ (16.11)

Es ist

l = 0; 1; 2: : :

m = ¡ l; ¡ l + 1; : : : 0: : : l ¡ 1; l

o®ensichtlich:
Yl ¡ m (µ; Á) = Y ¤

lm (µ; Á) (Pm
l ist reell)

Die Pm
l (cosµ) sind die Legendre-Funktionen. FÄurm = 0 reduzieren sich dieYlm

auf die Legendre-Polynome

Yl0(µ) =
³

2l+1
4¼

´ 1
2 Pl (cosµ) (16.12)

Aus der expliziten Form derYlm folgt sofort

L̂ zYlm (µ; Á) = m~Ylm (µ; Á) (16.13)

Die Ylm sind also Eigenfunktionen sowohl von̂L2 wie L̂ z. Dies ist mÄoglich, daL̂2

und L̂ z kommutieren.

Die Quantenzahll legt den Betrag des Drehimpulsesfest:

EW
³
L̂2

´
= ~2l (l + 1) ; l = 0; 1; 2: : :

Die Quantenzahlm legt die Projektion des Drehimpulsesauf die z-Achse fest:

EW
³
L̂ z

´
= m~ ; m = ¡ l; : : : ; l

Die Werte von L x und L y sind vollkommen unbestimmt, da sie der UnschÄarfe-
relation unterworfen sind. Eine anschauliche Darstellung (Vektormodell) ist in
Abb. V.1 gezeigt.

Energie der dreidimensionalen Rotation:

Der klassische Ausdruck fÄur dieEnergie der Rotationist

H =
1

2mr 2
L2 =

1
2I

L2
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Abb. V.1: Klassisches Bild der Projek-
tionen des Drehimpuls{Vektors auf die
z{Achse

Hamiltonoperator der dreidimensionalen Rotation

Ĥ = 1
2I L̂2

Die Ylm sind also auch die LÄosungen der (zeitunabhÄangigen) SchrÄodingergleichung
fÄur die Rotation in 3 Dimensionen

ĤYlm (µ; Á) = ~2

2I l (l + 1) Ylm (µ; Á) (16.14)

Der Energieeigenwert

E l = ~2

2I l (l + 1) ; l = 0; 1; 2: : : (16.15)

hÄangt nicht vonm ab. Wegenm = ¡ l; : : : ; l gibt es also 2l + 1 Eigenfunktionen zu
E l : der EnergieeigenwertE l ist (2l + 1) ¡ fach entartet. Die Energie der Rotation
hÄangt nicht von der Orientierung vonL̂ relativ zur z¡ Achse ab.

Abschlie¼end bemerken wir, da¼ dieYlm (µ; Á) eine Beispiel fÄur einorthogonales
und vollstÄandiges Systemvon Eigenfunktionen sind. Insbesondere ist dieOrthogo-
nalitÄatsrelation:

R2¼
0 dÁ

R1
¡ 1 dcosµY¤

lm (µ; Á)Yl0m0(µ; Á) = ±ll 0±mm 0 (16.16)

Eigenschaften und anschauliche Interpretation derYlm werden wir im Zusammen-
hang mit Atomorbitalen noch ausfÄuhrlich diskutieren.

Folie V.2 zeigt die expliziten AusdrÄucke fÄur die niedrigstenYlm (l = 0; 1; 2; 3).
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Kugel°ÄachenfunktionenYlm (µ; Á)

l = 0 Y00 =
1

p
4¼

l = 1

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

Y10 =
q

3
4¼ cosµ

Y11 =
q

3
8¼ sinµeiÁ

Y1¡ 1 =
q

3
8¼ sinµe¡ iÁ

l = 2

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

Y20 =
q

5
4¼

³
3
2 cos2 µ ¡ 1

2

´

Y2§ 1 =
q

15
8¼ sinµcosµe§ iÁ

Y2§ 2 = 1
4

q
15
2¼ sin2 µe§ 2iÁ

l = 3

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

Y30 =
q

7
4¼

³
5
2 cos3 µ ¡ 3

2 cosµ
´

Y3§ 1 = 1
4

q
21
4¼ sinµ(5 cos2 µ ¡ 1) e§ iÁ

Y3§ 2 = 1
4

q
105
2¼ sin2 µcosµe§ 2iÁ

Y3§ 3 = 1
4

q
35
4¼ sin3 µe§ 3iÁ
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Das H-Atom, bestehend aus Proton und Elektron, ist das einfachste Atom und
auch das einzige, das wir quantenmechanisch exakt behandelnkÄonnen. FÄur das H-
Atom kÄonnen wir die stationÄaren ZustÄande eines Elektrons, die sog. Atomorbitale,
exakt berechnen. Die Resultate sind au¼erordentlich wichtig als Basis von Modell-
vorstellungen, die sich qualitativ auf komplexere Atome sowieMolekÄule Äubertragen
lassen.

Die Bewegung des Elektrons im H-Atom ist im wesentlichen eine Rotation
um den Atomkern. Mit der Behandlung der Rotation im dreidimensionalen Raum³
L̂2; L̂ z

´
im letzten Kapitel haben wir bereits wesentliche Voraussetzungen fÄur die

quantenmechanische Behandlung das H-Atoms gescha®en.

17 Hamiltonoperator

Wir betrachten ein Elektron, das mit einem Proton Äuber die Coulombkraft
V(r ) » 1

r wechselwirkt. Damp ¼ 2000me, ist es eine gute NÄaherung, die kineti-
sche Energie des Protons zu vernachlÄassigen, d.h. das Proton ruht im Ursprung.
Damit haben wir ein EinkÄorper-Problem. (Genauer: Separation in Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten, s. Levine,x6.3)

Damit

H (~p;~r) =
~p2

2m
+ V (~r) (17.1)

~p=

0

B
@

px

py

pz

1

C
A ; ~r =

0

B
@

x
y
z

1

C
A

(klassische Hamiltonfunktion fÄur das Elektron)

Wenn wir die Kernladung Z betrachten (um z.B. He+ beschreiben zu kÄonnen)
haben wir

V (~r) = ¡
Ze2

4¼²0

1
j~rj

= ¡
Ze2

4¼²0

1
p

x2 + y2 + z2

(17.2)

Damit wird der Hamiltonoperator

Ĥ = ¡ ~2

2m

³
@2

@x2 + @2

@y2 + @2

@z2

´
¡ Ze2

4¼²0
1p

x2+ y2+ z2
(17.3)

Charakteristisch fÄur das Problem:V hÄangt nur vonr ´ j ~rj ab. Sogenanntes \Zen-
tralfeld". Wir gehen daher Äuber zuPolar- oder Kugelkoordinaten(r; µ; Á)

x = r sinµcosÁ

y = r sinµcosÁ (17.4)

z = r cosµ
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O®ensichtlich ist das Potential besonders einfach in diesen Koordinaten:

V = ¡ Ze2

4¼²0
1
r (Coulomb-Potential) (17.5)

(es hÄangt also nicht vonµ und Á ab).

Das Problem ist nun, den Operator der kinetischen Energie in (r; µ; Á) auszu-
drÄucken. Wir haben diese Umrechnung frÄuher am Beispiel von

L̂ z =
~
i

Ã

x
@
@y

¡ y
@

@x

!

=
~
i

@
@Á

durchgefÄuhrt. Eine analoge, aber etwas langwierige Rechnung ergibt fÄur die kine-
tische EnergieT̂:

T̂ = ¡
~2

2m
~r 2 ´ ¡

~2

2m
¢ ´ ¡

~2

2m

Ã
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

!

= ¡
~2

2m

(
1
r 2

@
@r

Ã

r 2 @
@r

!

+
1

r 2 sinµ
@
@µ

Ã

sinµ
@
@µ

!

+
1

r 2 sin2 µ
@2

@Á2

) (17.6)

~r : Gradient-Operator

0

B
@

@
@x
@

@y
@
@z

1

C
A

¢ : Laplace-Operator

Ã
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

!

Also: V wird einfacher, T̂ wird komplizierter in Polarkoordinaten.

Wir kennen bereits den Operator

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = ¡ ~2

n
1

sin µ
@
@µ

³
sinµ @

@µ

´
+ 1

sin2 µ
@2

@Á2

o
(17.7)

(Quadrat des Drehimpulsvektors).
Damit

T̂ = ¡ ~2

2mr 2
@
@r

³
r 2 @

@r

´
+ L̂ 2

2mr 2 (17.8)

Wir haben damit allgemein demHamiltonoperator fÄur ZentralpotentialeV = V(r ):

Ĥ = ¡ ~2

2mr 2
@
@r

³
r 2 @

@r

´
+ L̂ 2

2mr 2 + V(r ) (17.9)

1. Term: Kinetische Energie der Radialbewegung
2. Term : kinetische Energie der Winkelbewegung Also

Ĥ = Tr +
L̂2

2mr 2
+ V(r ) (17.10)

mit

Tr = ¡
~2

2mr 2

@
@r

Ã

r 2 @
@r

!

(17.11)
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18 LÄosung der SchrÄodingergleichung

Ĥu (r; µ; Á) = Eu (r; µ; Á) (18.1)

Die u sind die stationÄaren ZustÄande (Atomorbitale).

Ĥ enthÄalt den Operator L̂ 2

2mr 2 , dessen Eigenfunktionen wir bereits kennen. Wir
machen daher den Ansatz

u (r; µ; Á) = R(r )Ylm (µ; Á) (18.2)
(

Tr + V(r ) +
L̂2

2mr 2

)

R(r )Ylm = ER(r )Ylm (µ; Á)

Es ist
L̂ 2

2mr 2 R(r )Ylm = ~2

2mr 2 l (l + 1) R(r )Ylm (µ; Á) (18.3)

Damit (

Tr + V(r ) +
~2

2mr 2
l (l + 1)

)

R(r )Ylm = ER(r )Ylm

Nach Division durch Ylm haben wir die sog.Radialgleichung:

n
¡ ~2

2mr 2
@
@r

³
r 2 @

@r

´
+ ~2

2mr 2 l (l + 1) + V(r )
o

R(r ) = ER(r ) (18.4)

GewÄohnliche DGL 2. Ordnung in der Variablenr . Wir kÄonnen

V(r ) + ~2 l ( l+1)
2mr 2 = Vef f (r ) (18.5)

als eine®ektives PotentialfÄur die radiale Bewegung betrachten: Summe aus dem
attraktiven Coulombpotential und dem repulsiven Zentrifugalpotential:

effV

~1/r2

1/r~

r

Vef f spielt eine wichtige Rolle fÄur ein qualitatives VerstÄandnis der Atomorbitale.
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Wir wollen die technische LÄosung der Eigenwertgleichung (18.4) hier nicht dis-
kutieren. Die Randbedingungen des Radialproblems sind:

lim r ! 0 rR (r ) = 0 Ã (vergl. Volumenelement in Kugelkoordinaten)

lim r !1 R(r ) = 0

(18.4) hat einen diskreten Satz von LÄosungen. Dies fÄuhrt zu einer neuen Quanten-
zahl n, der Radial- oderHauptquantenzahl. Die LÄosung sindLaguerre-Polynome
und es gilt n ¸ l + 1.
Mehr Details: s. Levinex6.5

Die vollstÄandigen LÄosungsfunktionen sind:

unlm (r; µ; Á) = Nnl Rnl (r )Ylm (µ; Á) (18.6)

Rnl (r ) = ¡ e¡ 1
2 ½½lL2l+1

n+ l (½) n ¸ l + 1

Nnl =

vu
u
t (n ¡ l ¡ 1)!(®n )3

2n((n + l)!)3
(18.7)

½= ®n r; ®n =
2Z
na0

a0 =
4¼²0~2

me2
= 5:2917£ 10¡ 11 m (Bohr'scher Radius)

Die Eigenwerte sind

En = ¡ R1 Z 2 1
n2 n = 1; 2; 3: : : (18.8)

R1 =
me4

32¼2²2
0~2

= Rydbergkonstante = 13:6 eV

Der Index 1 steht fÄur die angenommene unendliche Masse des Protons. Die
tatsÄachliche Rydbergkonstante des H-Atoms ist

RH =
¹e 4

32²2
0¼2~2

wobei

¹ =
mpme

(mp + me)

=
me³

1 + me
mp

´ e®ektive Masse
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19 Eigenschaften der LÄosungen, Atomorbitale

19.1 Eigenwerte und Quantenzahlen

En = ¡ Z 2R
n2 ; n = 1; 2; 3: : : (19.1)

Die Energieeigenwerte hÄangen nur vonn ab, nicht von l oder m.
n hei¼tHauptquantenzahl
l hei¼tDrehimpulsquantenzahl
m hei¼tmagnetische Quantenzahl(wegen der Aufspaltung derm{Entartung durch
Magnetfeld)
Drei Quantenzahlen, da wir ein dreidimensionales Problem haben. Es ist

n = 1; 2; 3: : :

l = 0; 1; 2: : : n ¡ 1

m = ¡ l; ¡ (l ¡ 1) : : : 0: : : (l ¡ 1); l

FÄur die niedrigsten Energieniveaus haben wir folgende Quantenzahlen und No-
menklatur:

Orbital Quantenzahlen Entartung
1s n=1 l=0 m=0 nicht entartet

2s n=2 l=0 m=0
2p l=1 m=0 ; § 1 4-fach entartet

3s n=3 l=0 m=0
3p l=1 m=0 ; § 1 9-fach entartet
3d l=2 m=0 ; § 1; § 2

4s n=4 l=0 m=0
4p l=1 m=0 ; § 1 16-fach entartet
4d l=2 m = § 1; § 2
4f l=3 m = § 1; § 2; § 3

Der EnergieeigenwertEn ist also n2-fach entartet, d.h. es gibt n2 Orbitale mit
dieser Energie.

Da¼ die Energie nicht vonm abhÄangt, ist eine Folge der Symmetrie (Kugelsym-
metrie).

Da¼ die Energie nicht vonl abhÄangt, ist eine spezielle Eigenschaft des Coulombpo-
tentials V(r ) » 1

r . FÄur andereV(r ) ist E = Enl , d.h. die Energieeigenwerte hÄangen
von n und l ab.
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Abb. VI.1: Die Radialfunktionen Rnl (r ) fÄur n = 1 ; 2; 3.

19.2 Eigenfunktionen (Orbitale)

Die ersten Orbitale (normiert) lauten

1s : u100 = ¼¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2

e¡ Zr
a0

2s : u200 = (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2

µ

2 ¡
Z
a0

r
¶

e¡ Zr
2a0 (19.2)

2p : u210 = (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Z

a0
re¡ Zr

2a0 cosµ

u21§ 1 = (64¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Z

a0
re¡ Zr

2a0 sinµe§ iÁ

Diskussion der Dichteverteilung:
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(i) Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte im dreidimensionalen Raum ist gegeben durch

W (r; µ; Á) = junlm (r; µ; Á)j2

W ist unabhÄangig vonÁ, da unlm » eimÁ . Wir fragen insbesondere nach der
Wahrscheinlichkeit, das Elektron in der Kugelschale zwischenr und r + dr
zu ¯nden. Diese Wahrscheinlichkeit ist

wnl (r )dr =
2¼Z

0

dÁ
1Z

¡ 1

dcosµr2

| {z }
Integral Äuber Kugel°Äache

dr junlm (r; µ; Á)j2

(Integral von W (r; µ; Á) Äuber die Kugelschale)

ErlÄauterung:
Das VolumenelementdV = dxdydz in Polarkoordinaten ist

dV = r 2drd cosµdÁ

Das Integral Äuber den Raum ist

Z
dV =

1Z

0

r 2dr
1Z

¡ 1

dcosµ
2¼Z

0

dÁ

Es ist
1Z

¡ 1

dcosµ = ¡
0Z

¼

sinµdµ=
¼Z

0

sinµdµ= ¡ cosµjpi
0 = ¡ (¡ 1 ¡ 1) = 2

2¼Z

0

dÁ = Áj2¼
0 = 2¼

1Z

¡ 1

dcosµ
2¼Z

0

dÁ = 4¼ voller Raumwinkel

Z
dV = 4¼

Z
r 2dr

Es ist
2¼Z

0

dÁ
1Z

¡ 1

dcosµjYlm (µ; Á)j2 = 1

Damit

wnl (r )dr = N 2
nl r

2R2
nl (r )dr (19.3)

1Z

0

wnl (r )dr = 1
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Abb. VI.2: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung wnl (r ) des Elektrons fÄurn = 1 ; 2; 3.



VI 19. EIGENSCHAFTEN DER L ÄOSUNGEN, ATOMORBITALE 82

Bis auf den Normierungsfaktor ist alsor 2R2
nl (r ) die gesuchte Wahrscheinlich-

keitsverteilung.

FÄur grÄo¼eren und niedrige l ist die Dichteverteilung schalenartig struktu-
riert. FÄur l = n ¡ 1 Maximum bei n2a0.

Der Mittelwert des Abstandes im Zustandn; l ist

hr i nl =
1Z

0

drrw nl (r )

= jNnl j
2

1Z

0

drr 3R2
nl (r )

(19.4)

Das Integral ergibt

hr i nl = n2a0
Z

h
1 + 1

2

³
1 ¡ l ( l ¡ 1)

n2

´i
(19.5)

Also hr i nl » n2

Z fÄur gro¼en.

Die Hauptquantenzahl bestimmt also nicht nur die Energie, sondern auch
den Abstand des Elektrons vom Kern (Schalenstruktur der Atome).

(ii) Die WinkelabhÄangigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

W hÄangt nicht vonÁ ab.
FÄur festesr gibt jYlm (µ; Á)j2 = jPm

l (µ)j2 die Wahrscheinlichkeit als Funktion
von µ.

Polardiagramm: ZeichnejPm
l j2 als Funktion von µ.

(s) l = m = 0 : P0
0 = P0 = 1

1 y

z

q

1
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(p) l = 1; m = 0 : P0
1 » cosµ

y

z

1
cos2 q

l = 1; m = 1 : P1
1 = sin µ

2 qsin

1 y

z

Beachte: Dies ist nicht die Wahrscheinlichkeitsdichte in dreidimensionalen
Raum.
Die Dichteverteilung im Raum ist schwer zu zeichnen, da man dafÄur 4 Di-
mensionen brÄauchte.

Die qualitative Form der Orbitale hÄangt nicht sehr wesentlich von der Form
des PotentialsV(r ) ab. Gilt damit allgemein fÄur Atome. Die Kenntnis der
Atomorbitale bildet das Grundprinzip fÄur das qualitative VerstÄandnis der
chemischen Bindung.

In der Chemie verwendet man eine leicht modi¯zierte Form der Orbitale,
die auschaulicher ist. Dazu gehen wir zurÄuck zu den Funktionen unlm und
beachten, da¼ wir Funktionen zu verschiedenenm beliebig linear kombinieren
kÄonnen, d.h.

lX

m= ¡ l

cmunlm

ist wieder eine LÄosung der SchrÄodingergleichung zum gleichen Eigenwert (je-
doch im Allgemeinen keine Eigenfunktion zûL z mehr). Insbesondere bilden
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Abb. VI.3: Versuch einer dreidimensionalen Darstellung der Dichteverteilungen der Ato-
morbitale fÄur n = 1 ; 2; 3.
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wir

1
p

2
(u211 + u21¡ 1)

= (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµ
eiÁ + e¡ iÁ

2

= (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµcosÁ

1

i
p

2
(u211 ¡ u21¡ 1)

= (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµ
eiÁ ¡ e¡ iÁ

2i

= (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµsinÁ

Damit haben wir neue Orbitale, die wir 2px ; 2py; 2pz nennen:

2px =
1

p
2

(u211 + u21¡ 1) = (32 ¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµcosÁ

2py =
1

i
p

2
(u211 ¡ u21¡ 1) = (32 ¼)¡ 1

2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 sinµsinÁ (19.6)

2pz = u210 = (32¼)¡ 1
2

µ Z
a0

¶ 3
2 Zr

a0
e¡ Zr

2a0 cosµ

Diese p{Orbitale sind lÄangs derx; y; z{Achse orientiert. Sie sind au¼erdem
rein reell. ÄAhnlich kÄonnen wir die 3d{Orbitale (n = 3; l = 2) umschreiben:
Sei½= Zr

a0
:

u320 =
1

81
p

6¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3

³
3 cos2 µ ¡ 1

´

u32§ 1 =
1

81
p

¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sinµcosµe§ iÁ

u32§ 2 =
1

162
p

¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sin2 µe§ 2iÁ
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3dz2 = u320 =
1

81
p

6¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3

³
3 cos2 µ ¡ 1

´

3dxz =
1

p
2

(u321 + u32¡ 1) =

p
2

81
p

¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sinµcosµcosÁ

3dyz =
1

i
p

2
(u321 ¡ u32¡ 1) =

p
2

81
p

¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sinµcosµsinÁ

3dx2 ¡ y2 =
1

p
2

(u322 + u32¡ 2) =
1

81
p

2¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sin2 µcos(2Á)

3dxy =
1

i
p

2
(u322 ¡ u32¡ 2) =

1

81
p

2¼

µ Z
a0

¶ 3
2

½2e¡ ½
3 sin2 µsin(2Á)

Die Nomenklatur ist o®ensichtlich, wenn wirx = ½sinµcosÁ; y = ½sinµsinÁ;
z = ½cosµ einsetzen. Die transformierten Orbitale sind wiederum reell und
geometrisch leichter zu interpretieren.

Am Beispiel des H{Atoms haben wir den Begri® des Atomorbitals kennen-
gelernt, d.h. stationÄare ZustÄande eines Elektrons im Coulombfeld des Atom-
kerns. Wie wir noch sehen werden, spielt dieses Orbital{Konzepteine zentra-
le Rolle fÄur die Beschreibung der Elektronenstruktur von Mehrelektronen{
Atomen. Das entsprechende Konzept bei MolekÄulen sind MolekÄulorbitale,
die ihrerseits aus Atomorbitalen aufgebaut werden.

In Gegensatz zum exakt behandelbaren H{Atom sind Systeme mit mehre-
ren Elektronen nur noch nÄaherungsweise zu behandeln. Wir mÄussen daher
zunÄachst grundlegende NÄaherungsverfahren fÄur die Quantenmechanik von
MehrkÄorpersystemen kennenlernen.
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In der quantenmechanischen Beschreibung von Atomen und MolekÄulen haben
wir im Regelfall die zeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung zu lÄosen

Ĥ ª ( ~r1; ~r2; : : :) = Eª ( ~r1; ~r2; : : :)

Abgesehen vom Wassersto®{Atom und dem harmonischen Oszillator (letzterer ist
ein vereinfachtes Modell fÄur Schwingungsdynamik) gibt es kaum praktisch inter-
essante FÄalle, fÄur die die Eigenwertgleichung exakt gelÄostwerden kann.

NÄaherungsmethoden spielen daher in der angewandten Quantenmechanik eine
zentrale Rolle. Die beiden wichtigsten Methoden wollen wir in diesem einfÄuhrenden
Kapitel kennenlernen: dieVariationsmethodeund die StÄorungstheorie. Praktisch
die gesamte Quantenchemie basiert auf diesen beiden NÄaherungsmethoden.

20 Dirac'sche Bra{Ket{Notation

Wir fÄuhren an dieser Stelle eine Vereinfachung der Schreibweise ein, welche formale
Rechnungen im Rahmen der Quantenmechanik wesentlich erleichtert.

Operatoren begegnen uns Äublicherweise im Integralen mit Funktionen, z.B. im
3. Postulat D

Â
E

=
Z

dx : : : Ã¤(x : : :)ÂÃ(x : : :)

Eine wichtige Rolle spielt auch das Skalarprodukt von Funktionen
Z

dx : : : Ã¤(x : : :)Â(x : : :)

Insbesondere fÄur Systeme mit vielen Teilchen ist das Ausschreibendieser Integrale
sehr mÄuhsam.

Wir de¯nieren(Dirac'sche Bra{Ket{Schreibweise):

D
Ãm

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ Ãn

E
´

Z
dx : : : Ã¤

m (x : : :)ÂÃn (x : : :) (20.1)

Noch kompakter:

Amn =
D
m

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ n

E
´

Z
dx : : : Ã¤

m (x : : :)ÂÃn (x : : :) (20.2)

m; n sind dabei Indizes, mit denen wir Funktionen aus einem abzÄahlbaren Satz
von Funktionen kennzeichnen.

Integrale vom Typ Amn treten sehr hÄau¯g bei quantenmechanischen Rechnun-
gen auf und hei¼en \Matrixelemente". Die Gesamtheit der Elemente f Amn g kÄonnen
wir als Matrix au®assen

A = f Amn g
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Wie wir sehen werden, ist das Rechnen mit Matrizen typisch fÄur Anwendungen
der QM.

FÄur den SpezialfallÂ = 1̂ haben wir

hÃm j Ãn i ´ h m j ni ´
Z

dx : : : Ã¤
m (x : : :)Ãn (x : : :) (20.3)

also das Skalarprodukt der FunktionenÃm und Ãn .

Es ist

hm j ni ¤ =
µ Z

dxÃ¤
m (x)Ãn (x)

¶ ¤

=
Z

dxÃm (x)Ã¤
n (x) =

=
Z

dxÃ¤
n(x)Ãm (x) = hn j mi

hm j ni ¤ = hn j mi (20.4)

Speziell ist fÄurm = n:

hn j ni =
Z

dxÃ¤
n (x)Ãn(x) =

Z
dx jÃn (x)j2 (20.5)

hn j ni ist reell.
hn j ni hei¼t die Norm der FunktionÃn (x).

Bedingung derHermitezitÄat in der verkÄurzten Schreibweise:

li.S. :
Z

dxÃ¤
m (x)ÂÃn (x) =

D
m

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ n

E
= Amn

re.S. :
Z

dx
³
ÂÃm

´ ¤
Ãn =

· Z
dxÃ¤

n

³
ÂÃm

´ ¸ ¤

=
D
n

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ m

E¤
= A¤

nm

Also
D
m

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ n

E
=

D
n

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ m

E¤

Amn = A¤
nm (20.6)

Die Matrixelemente eines hermiteschen Operators bilden eine hermitesche Matrix.

Als Beispiel fÄur das Rechnen in der Dirac'schen Bra{Ket{Notation betrachten
wir das Eigenwertproblemeines OperatorsÂ

Âj Ãi = ¸ j Ãi

Als LÄosungsansatz entwickeln wir die gesuchte FunktionÃ nach einem Satz von
bekannten orthonormierten Funktionenj Ân i (Beispiel: Eigenfunktionen des har-
monischen Oszillators)

hÂn jÂm i = ±nm

j Ãi =
X

n
cn j Ân i
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Diese Entwicklung ist konvergent, wenn der Satzf Âng vollstÄandig ist.

Eingesetzt:

Â
X

n
cn j Ân i = ¸

X

n
cn j Ân i

X

n
cn Âj Ân i = ¸

X

n
cn j Ân i

Multiplikation mit Â¤
m und Integration Äuber alle Variablen:

X

n
cn

D
Âm

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ Ân

E

| {z }
A mn

= ¸
X

n
cn hÂm jÂn i

| {z }
±m;n

P
n Amn cn = ¸c m (20.7)

Matrix{Vektor{Schreibweise:

A = f Amn g ; c = f cmg

Ac = ¸ c (20.8)

Eigenwertproblem der Matrix A.
Das Eigenwertproblem des OperatorŝA ist damit auf das bekannte Eigenwertpro-
blem der quadratischen MatrixA zurÄuckgefÄuhrt.

FÄur spÄatere Rechnungen ist es sehr nÄutzlich, da¼ man die VollstÄandigkeit des
Systemsf Âng durch folgende Gleichung ausdrÄucken kann.

X

n
jÂn i hÂn j = 1̂

Einheitsoperator: 1̂ jÃi = jÃi fÄur alleÃ

Wir veri¯zieren dies wie folgt:

Â jÃi = ¸ jÃi

Â
X

n
jX n i hÂn jÃ i = ¸ jÃi

X

n
Â jX n i hÂn jÃ i = ¸ jÃi

Multiplikation mit Â¤
m und Integration:

X

n

D
Âm

¯
¯
¯Â

¯
¯
¯ Ân

E

| {z }
A mn

hÂn jÃ i
| {z }

cn

= ¸ hÂm jÃ i
| {z }

cm

X

n
Amn cn = ¸c m
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21 Variationsrechnung

21.1 Das Variationsprinzip

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Vorbemerkungen.

Gegeben sei ein HamiltonoperatorH , den wir im Augenblick nicht genauer
spezi¯zieren wollen. Im allgemeinen hatH einen unendlichen Satz von Eigen-
zustÄanden, die durch die Quantenzahln numeriert werden

Ĥ j ª n i = En j ª n i (21.1)

n = 0; 1; 2; 3: : :

E0 · E1 · E2 · : : :

Wir wollen hier nur den Fall von diskreten Energieeigenwerten betrachten. Meh-
rere En gleich: Entartung von Eigenwerten (d.h. mehrere EF zu einemEW).

Allgemein gilt:

(i) Ĥ ist hermitesch

(ii) die En sind reell

(iii) die ª n sind orthonormiert, hª n jª m i = ±nm

(iv) die j ª n i sind vollstÄandig, d.h. jede Funktionj ©i mit demselben De¯nitions-
bereich und denselben Randbedingungen kann als Linearkombination der
j ª n i dargestellt werden

j ©i =
X

n
cn j ª n i cn = hª n j©i

j ©i =
X

n
hª n j©i j ª n i (21.2)

Formal:
P

n j ª n i hª n j = 1:

Die Fragestellung in der Quantenchemie ist in den meisten FÄallen die mÄoglichst
genaue Berechnung vonE0 (Energie des elektronischen Grundzustands).
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Wir wollen nun das sog.Ritz'sche Variationsprinzip formulieren:

Satz:
Sei

¯
¯
¯ ~©

E
eine normierte Testfunktion (mit den richtigen Randbedingungen)

d.h. D
~©

¯
¯
¯ ~©

E
= 1:

Dann gilt D
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
¸ E0; (21.3)

wobeiE0 die exakteGrundzustandsenergie ist. Das Gleichheitszeichen gilt,
wenn

¯
¯
¯ ~©

E
= j ª 0 i .

Der Beweis dieses grundlegenden Theorems ist einfach: Wir bilden
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
=

X

n;m

D
~© jª n

E D
ª n

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ª m

E D
ª m

¯
¯
¯~©

E

D
ª n

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ª m

E
= hª n jEm j ª m i

= Em hª n jª m i

= Em±nm
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
=

X

n

D
~© jª n

E
En

D
ª n

¯
¯
¯~©

E

D
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
=

X

n
En

¯
¯
¯
D
ª n

¯
¯
¯~©

E¯
¯
¯
2

Au¼erdem ist

1 =
D

~©
¯
¯
¯~©

E
=

X

n

D
~© jª n

E D
ª n

¯
¯
¯~©

E
=

X

n

¯
¯
¯
D
ª n

¯
¯
¯~©

E¯
¯
¯
2

Damit
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
¡ E0 =

X

n
En

¯
¯
¯
D
ª n

¯
¯
¯~©

E¯
¯
¯
2

¡
X

n
E0

¯
¯
¯
D
ª n

¯
¯
¯~©

E¯
¯
¯
2

=
X

n
(En ¡ E0)

¯
¯
¯
D
ª n

¯
¯
¯~©

E¯
¯
¯
2

Da En ¸ E0 fÄur allen, ist also
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
¡ E0 ¸ 0

Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn alle
D
ª n

¯
¯
¯~©

E
mit n > 0 verschwin-

den; dann ist: ¯
¯
¯~©

E
´ j ª 0 i

Ein wichtiger Aspekt des Variationsprinzips ist, da¼ es auch einKriterium fÄur
die QualitÄat des NÄaherungslÄosung liefert: je niedriger derEnergieerwartungswert,
umso besser die Wellenfunktion.

Die praktische Anwendung des Variationsprinzips erfordert



VII 21. VARIATIONSRECHNUNG 93

(i) einen Ansatz fÄur die (normierte) Testwellenfunktion mit variablen Parame-
tern.

(ii) Berechnung von
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
.

(iii) Bestimmung des Minimums von
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
als Funktion des Parameter.

Der Ansatz fÄur
¯
¯
¯~©

E
basiert in der Regel auf physikalischer Einsicht in die Struktur

des betrachteten Problems. Die Berechnung von
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
mag technisch aufwen-

dig sein, ist im Prinzip aber immer mÄoglich. Die AbhÄangigkeitdes FunktionalsD
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
von den Parametern kann kompliziert sein und es kann viele Minima

geben; die Bestimmung der besten LÄosung kann dann sehr schwierigsein.

21.2 Das lineare Variationsproblem

Die Variationsrechnung wird besonders einfach, wenn die Testfunktion nur linear
von den zu variierenden Parametern abhÄangt, d.h.

¯
¯
¯~©

E
=

NX

i =1

ci j©i i (21.4)

Dabei sind die j©i i ein Satz von fest vorgegebenen Basisfunktionen, die keine va-
riablen Parameter enthalten. Wie wir sehen werden, fÄuhrt die Bestimmung der
optimalen Koe±zienten ci zu einem Eigenwertproblem, ist also routinemÄa¼ig nu-
merisch lÄosbar.

Wir wollen uns auf den Fall von reellen und orthonormierten Basisfunktionen
beschrÄanken. Komplexe Funktionen werden in der Quantenchemie kann benÄotigt.
Den Fall nichtorthogonaler Basisfunktionen werden wir spÄater noch kennenlernen.

Wir bilden
D

~©
¯
¯
¯ ~©

E
und

D
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
mit dem Ansatz (21.4):

D
~©

¯
¯
¯ ~©

E
=

X

ij

ci cj h©i j ©j i| {z }
±ij

=
X

i

c2
i

Also X

i

c2
i = 1 (21.5)

damit
¯
¯
¯~©

E
normiert ist.

D
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
=

X
ci cj

D
©i

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ©j

E

Die Elemente
H ij =

D
©i

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ©j

E
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de¯nieren die Darstellung des OperatorŝH in der Basisfj ©i ig . Die Matrix H ist
reell symmetrisch, d.h.

H ij = H ji \Hamilton-Martix"
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
=

P
ij H ij ci cj (21.6)

Das Minimum (genauer: Extremum) ergibt sich nun aus

@
@ck

D
~©

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
= 0; k = 1; : : : ; N

Eine Schwierigkeit besteht noch darin, da¼ die Koe±zientenc1 ¢ ¢ ¢cN nicht un-
abhÄangig sind, da die Normierungsbedingung (21.5) erfÄullt sein mu¼. Die BerÄuck-
sichtigung dieser Nebenbedingung erfolgt mit derMethode der Lagrange{Multiplikatoren.

Wir de¯nieren das erweiterte Funktional

L(c1 ¢ ¢ ¢cN ; ~E) =
D

~©
¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©

E
¡ ~E

D
~©

¯
¯
¯ ~©

E

=
X

ij

H ij ci cj ¡ ~E
X

i

c2
i

(21.7)

Der zusÄatzliche Parameter~E erlaubt es uns,

@L
@ck

= 0 (21.8)

zu setzen fÄur allek = 1 ¢ ¢ ¢N .
Es ist

@
@ck

X

ij

H ij ci cj =
X

j

H jk cj +
X

i

H ik ci

= 2
X

j

H jk cj ; da H symmetrisch

@L
@ck

= 2
X

j

H jk cj ¡ 2 ~Eck = 0 (21.9)

P
j Hkj cj = ~Eck (21.10)

In Matrix-Vektor-Schreibweise:

H = f Hkj g ; c = f ckg

Hc = ~Ec (21.11)

Eigenwertproblem der reell-symmetrischen MatrixH .

Da H eine N £ N -Matrix ist, liefert (21.10) N Eigenwerte ~E0 ¢ ¢ ¢~EN ¡ 1 und
zu jedem Eigenwert ~E i einen Eigenvektorc(i ) . Die Eigenwerte seien ensprechend
~E0 · ~E1 · ~EN ¡ 1 angeordnet. Der kleinste Eigenwert~E0 hat die Bedeutung der
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optimalen Grundzustandsenergie. Der Vektorc(0) liefert in eindeutiger Weise die
optimalen Koe±zienten fÄur den Ansatz (21.4). Mit

¯
¯
¯ ~©0

E
=

NX

i =1

c(0)
i j ©i i

ist also
~E0 =

D
~©0

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©0

E
¸ E0

Was ist die Bedeutung der restlichen Eigenwerte~E i ; i = 1; : : : ; N ¡ 1? Ohne
Beweis sei erwÄahnt, da¼~E1 eine variationsmÄa¼ige AbschÄatzung fÄur den ersten
angeregten Zustand darstellt, d.h.

~E1 =
D

~©1

¯
¯
¯Ĥ

¯
¯
¯ ~©1

E
¸ E1

¯
¯
¯ ~©1

E
=

NX

i =1

c(1)
i j ©i i

Entsprechendes gilt fÄuri = 2; 3; : : : ; N ¡ 1. Wir erhalten also mit dem linearen
Variationsansatz gleichzeitig auch NÄaherungslÄosungen fÄur die Energie und Wellen-
funktionen der angeregten ZustÄande. Die QualitÄat der NÄaherung nimmt allerdings
mit zunehmendeni ab.

Die Variationsmethode ist das wichtigste NÄaherungsverfahren der Quantenche-
mie. Anwendungen werden wir umgehend kennenlernen.
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22 Rayleigh{SchrÄodinger{StÄorungstheorie

Grundidee der StÄorungstheorie fÄur die zeitunabhÄangige SchrÄodingergleichung:
Das Eigenwertproblem

Ĥ j ª i i = E i j ª i i i = 0; 1; 2: : : (22.1)

ist i.a. nicht exakt lÄosbar. Es existiere jedoch ein Äahnliches Problem

Ĥ0

¯
¯
¯ª (0)

i

E
= E (0)

i

¯
¯
¯ª (0)

i

E
i = 0; 1; 2: : : (22.2)

von dem wir Eigenwerte und Eigenfunktionen kennen. Wir schreiben dann

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ 0 (22.3)

Ĥ 0 = Ĥ ¡ Ĥ0

Wenn die \StÄorung" Ĥ 0hinreichend schwach ist, werden sich die EF von̂H nur we-
nig von denen vonĤ0 unterscheiden. Die Idee der StÄorungstheorie ist, die ZustÄande
j ª i i aus den

¯
¯
¯ª (0)

i

E
zu konstruieren. Beispiel: ein Atom / MolekÄul in einem schwa-

chen Äau¼eren Feld.

FÄur die Herleitung der Formeln ist es zweckmÄa¼ig, (22.3) zu ersetzen durch

Ĥ ¸ = Ĥ0 + ¸ Ĥ 0 (22.4)

Der Parameter¸ mit
0 · ¸ · 1

erlaubt formal das Ein- und Ausschalten der StÄorung. Am Ende derRechnung
setzen wir¸ ´ 1.

Zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnung schreiben wir(22.2) in der
vereinfachten Form

Ĥ0 j i i = E (0)
i j i i i = 0; 1; 2: : :

Ausserdem wollen wir annehmen, dass die EigenwerteE (0)
i nicht entartet sind (fÄur

die stÄorungstheoretische Behandlung entarteter Eigenwerte, siehe Levine, Kap.
9.5). Mit dem Ansatz (22.4) hÄangen die gesuchtenE i und j ª i i von ¸ ab. Wir
entwickeln beide formal in eine Potenzreihe iņ

Ĥ ¸ j ª i i ¸ = E i (¸ ) j ª i i ¸

E i (¸ ) = E (0)
i + ¸E (1)

i + ¸ 2E (2)
i + ¢ ¢ ¢ (22.5)

j ª i i ¸ = j i i + ¸
¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ ¸ 2

¯
¯
¯ª (2)

i

E
+ ¢ ¢ ¢

E (n)
i ist der Beitrag n-ter Ordnung zur EnergieE i . Entsprechend ist

¯
¯
¯ª (n)

i

E
die

Korrektur n-ter Ordnung zur Wellenfunktion j ª i i .
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Einsetzen der Entwicklungen (22.5) in die SchrÄodingergleichung:
³
Ĥ0 + ¸ Ĥ 0

´ n
j i i + ¸

¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ ¸ 2

¯
¯
¯ª (2)

i

E
+ ¢ ¢ ¢

o
(22.6)

=
n
E (0)

i + ¸E (1)
i + ¸ 2E (2)

i + ¢ ¢ ¢
o n

j i i + ¸
¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ ¢ ¢ ¢

o

Dies kann fÄur allȩ nur erfÄullt sein, wenn die Koe±zienten aller Potenzen voņ
gleich sind:

n = 0: Ĥ0 j i i = E (0)
i j i i (22.7)

n = 1: Ĥ0

¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ Ĥ 0j i i = E (0)

i

¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ E (1)

i j i i (22.8)

n = 2: Ĥ0

¯
¯
¯ª (2)

i

E
+ Ĥ 0

¯
¯
¯ª (1)

i

E
= E (0)

i

¯
¯
¯ª (2)

i

E
+ E (1)

i

¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ E (2)

i j i i (22.9)

usw.

Es ist in der StÄorungstheorie zweckmÄa¼ig, von unserer normalen Konvention
der Normierung abzuweichen. Anstatt

hª i jª i i = 1

fordern wir, da¼ die gesuchte approximative LÄosungj ª i i die Bedingung der sog.
\intermediÄaren Normierung"

hi jª i i = 1 (22.10)

erfÄullt. In der Tat kann nur die intermediÄar normierte WF in eine systematische
Potenzreihe in der StÄorung entwickelt werden. [ (22.10) setzt voraus, da¼j ª i i und
j i i nicht orthogonal sind. ]

Mit der intermediÄaren Normierung folgt

hi jª i i = 1 + ¸
D
i

¯
¯
¯ª (1)

i

E
+ ¸ 2

D
i

¯
¯
¯ª (2)

i

E
+ ¢ ¢ ¢= 1

Dies kann fÄur allȩ nur gelten, wenn

D
i

¯
¯
¯ª (n)

i

E
= 0 (22.11)

(22.11) impliziert, da¼ die durch die StÄorung bewirktenÄAnderungen der WF or-
thogonal sind auf der ungestÄorten WF.

Projektion von (22.7 - 22.9) aufj i i liefert mit (22.11)

E (0)
i =

D
i

¯
¯
¯Ĥ0

¯
¯
¯ i

E
(22.12)

E (1)
i =

D
i

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ i

E
(22.13)

E (2)
i =

D
i

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ ª (1)

i

E
(22.14)

...
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Die Energien-ter Ordnung ergibt sich also aus einem Matrixelement des StÄorope-
rators mit der WF ( n ¡ 1)-ter Ordnung. Allgemein haben wir die Gln. (22.7 -
22.9) fÄur die

¯
¯
¯ª (n)

i

E
zu lÄosen und auschlie¼end die Gln. (22.12-22.14) fÄurE (n+1)

i zu
benutzen.

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist bereits explizit durch (22.13) gegeben.
Wir beschrÄanken uns hier auf die Berechnung von

¯
¯
¯ª (1)

i

E
und E (2)

i (dies sind die
praktisch wichtigsten Formeln). Es ist im Prinzip einfach, wenn auch mÄuhsam, die
Korrekturen hÄoherer Ordnung zu bestimmen.

Aus Gl. (22.8): ³
E (0)

i ¡ Ĥ0

´ ¯
¯
¯ª (1)

i

E
=

³
Ĥ 0¡ E (1)

i

´
j i i

Projektion auf j j i , wobei j 6= i gemÄa¼ (22.11)
D
j

¯
¯
¯
³
E (0)

i ¡ Ĥ0

´ ¯
¯
¯ ª (1)

i

E
=

D
j

¯
¯
¯
³
Ĥ 0¡ E (1)

i

´ ¯
¯
¯ i

E

Mit D
j

¯
¯
¯Ĥ0 = E (0)

j hj j

und
hj ji i = 0 fÄur i 6= j

ist
³
E (0)

i ¡ E (0)
j

´ D
j

¯
¯
¯ª (1)

i

E
=

D
j

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ i

E
(j 6= i )

D
j

¯
¯
¯ª (1)

i

E
=

D
j

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ i

E

E (0)
i ¡ E (0)

j

(j 6= i )

Wir haben damit
¯
¯
¯ª (1)

i

E
bestimmt, denn es ist

¯
¯
¯ª (1)

i

E
=

X

j

j j i
D
j

¯
¯
¯ª (1)

i

E

also
¯
¯
¯ª (1)

i

E
=

P
j
0 hj jĤ 0j i i
E (0)

i ¡ E (0)
j

j j i (22.15)

Der Strich am Summenzeichen bedeutet, da¼j = i nicht auftritt.

Einsetzen von (22.15) in (22.14) liefert die Energiekorrektur 2. Ordnung

E (2)
i =

D
i

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ ª (1)

i

E
=

X

j

0D
i

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ j

E
D
j

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ i

E

E (0)
i ¡ E (0)

j

E (2)
i =

P
j
0jhi jĤ 0j j ij 2

E (0)
i ¡ E (0)

j

(22.16)



VII 22. RAYLEIGH{SCHR ÄODINGER{ST ÄORUNGSTHEORIE 99

Zusammenfassung:
Die Wellenfunktion ist bis zu 1. Ordnung in der StÄorung gegeben durch

j ª i i = j i i +
P 0

j
hj jĤ 0j i i

E (0)
i ¡ E (0)

j

j j i + ¢ ¢ ¢ (22.17)

Die Energie ist bis zu 2. Ordnung in der StÄorung gegeben durch

E i = E (0)
i +

D
i

¯
¯
¯Ĥ 0

¯
¯
¯ i

E
+

P 0
j

jhi jĤ 0j j ij 2

E (0)
i ¡ E (0)

j

+ ¢ ¢ ¢ (22.18)

Man sieht, da¼ man nur Matrixelemente des StÄoroperators mitungestÄorten Wellen-
funktionen benÄotigt, um die gestÄorten Energie und WF zu berechnen. Wir werden
auf die Formeln (22.17, 22.18) spÄater zurÄuckgreifen.
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23 Der Elektronspin

Wie Uhlenbeck und Goudsmit (1925) entdeckten, besitzt das Elektron (wie auch
Proton und Neutron) einenintrinsischen Drehimpuls.

Im Gegensatz zum Drehimpuls der Bahnbewegung des Elektrons im H{Atom,
der durch ganzzahlige Quantenzahlen (l; m l ) beschrieben wird, wird der Spin des
Elektrons durch halbzahlige Quantenzahlen (s; ms) beschrieben. Im Gegensatz
zum Bahndrehimpuls hat der Spin kein klassisches Analogon.

In der (relativistischen) Dirac{Theorie des Elektrons ergibt sich der Spinfrei-
heitsgrad automatisch. In der nichtrelativistischen Quantenmechanik mu¼ der Spin
des Elektrons als ein zusÄatzliches Postulat eingefÄuhrt werden.

Es sei daran erinnert, da¼ der Bahndrehimpuls des Elektrons im H{Atom durch
einen Operator~l mit den drei Komponentenlx ; ly; lz beschrieben wird

~l =

0

B
B
@

l̂x
l̂y
l̂z

1

C
C
A (23.1)

Diese Operatoren haben die grundlegenden Vertauschungsrelationen
h
l̂x ; l̂y

i
= l̂x l̂y ¡ l̂y l̂x = i~l̂z (zyklisch) (23.2)

Eine wichtige Rolle spielt das Quadrat des Drehimpulsoperators, de¯niert als

l̂2 = l̂2
x + l̂2

y + l̂2
z (23.3)

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (23.2) kann man zeigen,da¼~l2 mit allen
drei Komponenten kommutiert

h
l̂2; l̂x

i
=

h
l̂2; l̂y

i
=

h
l̂2; l̂z

i
= 0 (23.4)

Daraus folgt, da¼̂l2 und eine der Komponenten (konventionell̂lz) gleichzeitig im
Sinne der Quantenmechanik genau gemessen werden kÄonnen, d.h. die Eigenwerte
von l̂2 und l̂z sind gute Quantenzahlen.

Eigenwerte vonl̂2: l (l + 1) ~2; l = 0; 1; 2: : :
Eigenwerte vonl̂z: ml~; ml = ¡ l; ¡ l + 1; ¢ ¢ ¢0¢ ¢ ¢l ¡ 1; l

Der Spin des Elektrons wird durch einen quantenmechanischenOperator ~s
beschrieben, der alle formalen Eigenschaften eines Drehimpulses hat.~s hat drei
Komponenten

~s =

0

B
@

ŝx

ŝy

ŝz

1

C
A (23.5)
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und es gilt
[ŝx ; ŝy] = i~ŝz (zyklisch) (23.6)

Aus (23.6) folgt, da¼
ŝ2 = ŝ2

x + ŝ2
y + ŝ2

z (23.7)

und ŝz gleichzeitig me¼bar sind.

Eigenwerte vonŝ2: s(s + 1) ~2

Eigenwerte vonŝz: ms~; ms = ¡ s; ¡ s + 1; ¢ ¢ ¢0¢ ¢ ¢s ¡ 1; s

Im Gegensatz zum Bahndrehimpuls ist der Spin eine intrinsische Eigenschaft
des Elektrons unds hat einen festen Wert:

s =
1
2

Das Elektron hat Spin 1
2

Der EW von ŝ2 ist
1
2

£
3
2

~2 =
3
4

~2

Der Betrag des Spin-Drehimpulses ist also

j~sj =
p

s2 =
1
2

p
3 ~ (23.8)

Die Orientierungsquantenzahlms kann die Werte

ms = + 1
2 und ms = ¡ 1

2

annehmen.

Der Spin wird quantenmechanisch beschrieben durch Spineigenfunktionen mit
den Quantenzahlens und ms. Da s = 1

2 und ms = § 1
2 ist, gibt es nur zwei

Spineigenfunktionen fÄur ein Elektron. Die SpineigenzustÄande werden mit j®i und
j¯ i bezeichnet:

ŝ2 j®i = 3
4~2 j®i ; ŝz j®i = 1

2~ j®i

ŝ2 j¯ i = 3
4~2 j¯ i ; ŝz j¯ i = ¡ 1

2~ j¯ i (23.9)

j®i hat die Orientierungsquantenzahlms = + 1
2

j¯ i hat die Orientierungsquantenzahlms = ¡ 1
2

(Projektion von ~s auf die z-Achse).
Man spricht auch kurz von \Spin rauf" (®) und \Spin runter" ( ¯ ).

Eine (¯ktive) anschauliche Interpretation des Spins und seiner EinstellungsmÄoglich-
keiten ist in Abb. VIII.1 gezeigt.
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Abb. VIII.1: Visualisierung des Elektronenspins
mit den EinstellungsmÄoglichkeiten \up" (®) und
\down" ( ¯ )

Die Spineigenfunktionen bilden, als Eigenfunktionen der hermiteschen Opera-
toren ŝ2 und ŝz ein orthonomiertes System, d.h.

h®j®i = h̄ j¯ i = 1

h®j¯ i = h̄ j®i = 0

Der Hilbertraum fÄur ein Spin-12-Teilchen ist zweidimensional (allgemein: 2s + 1-
dimensional)

Da der Spin kein klassisches Analogon besitzt (wie z.B. der Bahndrehimpuls)
ist es nicht mÄoglich, sich die Zustandsfunktionen anschaulich vorzustellen.

Im Wassersto®atom hat die Existenz des Spinfreiheitsgrades nur eine geringe
Bedeutung. In nichtrelativistischer NÄaherung wechselwirkt der Spin des Elektrons
nicht mit anderen Freiheitsgraden. Der Spin fÄuhrt in dieser NÄaherung nur zu einer
Verdoppelung der Entartung aller Energieniveaus.

Die fÄuhrende relativistische Korrektur ist eine Wechselwirkung des Spins mit
dem Bahndrehimpuls (Spin{Bahn{WW). Diese WW ist verantwortlich fÄur die sog.
Feinstruktur der Atomspektren. Wir wollen die Spin{Bahn{WW und andere rela-
tivistische E®ekte in dieser Vorlesung nicht betrachten.

Aufgrund des Spins besitzt das Elektron auch ein magnetisches Moment. Dies
fÄuhrt zu Linienaufspaltungen in einem externen Magnetfeld(Zeeman{E®ekt).

Im Gegensatz zu den Einelektronensystemen hat die Existenz des Spin weit-
reichende Konsequenzen fÄur Mehrelektronensysteme.
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24 Permutations{Symmetrie und Pauli{Prinzip

In der Quantenchemie interessieren wir uns grundsÄatzlich fÄur die Wellenfunktionen
von Mehrelektronensystemen, d.h. mehreren identischen Teilchen.

In der Quantenmechanik hat die IdentitÄat der Teilchen wichtige Konsequenzen.
Aufgrund der UnschÄarferelation kÄonnen wir die Wege einzelner Teilchen grundsÄatz-
lich nicht verfolgen, d.h. es gibt keine MÄoglichkeit, Teilchen mit identischen intrin-
sischen Eigenschaften zu unterscheiden (im Gegensatz zur klassischen Mechanik).
Diese Tatsache fÄuhrt zu grundsÄatzlichen Symmetriebedingungen fÄur Mehrteilchen{
Wellenfunktionen in der QM.

Sei ª eine N -Elektronen-Wellenfunktion, d.h.

ª = ª ( ~r1; ~r2 ¢ ¢ ¢~rN )

Wir de¯nieren den Permutationsoperator, der die Koordinaten der Teilchen 1
und 2 vertauscht:

P̂12ª ( ~r1; ~r2 ¢ ¢ ¢~rN ) = ª ( ~r2; ~r1 ¢ ¢ ¢~rN ) (24.1)

O®ensichtlich ist
P̂2

12ª ( ~r1; ~r2 ¢ ¢ ¢~rN ) = ª ( ~r1; ~r2 ¢ ¢ ¢~rN )

d.h. P̂2
12 ist der IdentitÄatsoperator1̂.

Was sind die Eigenwerte vonP̂12?
Sei ª eine EF von P̂12:

P̂12ª = pª (24.2)

Dann ist
P̂2

12ª = p2ª (24.3)

WegenP̂2
12 = 1 ist also

p2 = 1

und damit
p = § 1

Der Permutationsoperator hat die Eigenwerte§ 1. Also

P̂12ª = § ª (24.4)

Da P̂12 mit H kommutiert,
h
P̂12; Ĥ

i
= 0 (24.5)

kann jede EF vonĤ auch als EF vonP̂12 gewÄahlt werden. Wir haben damit das
grundlegende Konzept derPermutationssymmetrie:
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Eine quantenmechanische WF mu¼ bei Vertauschung identischer Teilchen
entweder in sich Äubergehen oder ihr Vorzeichen wechseln.

Man spricht von symmetrischen bzw. antisymmetrischen WF bezÄuglich Permu-
tation.

Ob die WF symmetrisch oder antisymmetrisch sein soll, kÄonnen wir aus der
obigen Herleitung nicht entscheiden. Hier benÄotigen wir ein weiteres grundlegendes
Postulat der Quantenmechanik, das sog.Pauli{Prinzip . Das Pauli{Prinzip formu-
liert einen tieferen Zusammenhang zwischen dem Spin und der Permutationssym-
metrie:

Pauli{Prinzip:

1. Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin mÄussen durch Wellen-
funktionen beschrieben werden, die symmetrisch sind bezÄuglich der
Vertauschung der Raum- und Spinvariablen irgend zweier Teilchen
i; j :

P̂ij ª = ª

2. Identische Teilchen mit halbzahligem Spin mÄussen durch Wellen-
funktionen beschrieben werden, die antisymmetrisch sind bezÄuglich
der Vertauschung der Raum- und Spinvariablen irgend zweier Teil-
chen i; j :

P̂ij ª = ¡ ª

Teilchen der ersten Art (ganzzahliger Spin) hei¼enBosonen.
Teilchen der zweiten Art (halbzahliger Spin) hei¼enFermionen.

Speziell fÄur Elektronen lautet das Pauli-Prinzip:
Die Gesamt{WF (inklusive Spin) eines Mehrelektronensystems mu¼ anti-
symmetrisch sein bezÄuglich der Vertauschung irgend zweier Elektronen.

Die Permutations{Symmetrie hat wichtige Konsequenzen fÄur die Struktur der
Wellenfunktion. Betrachten wir als Beispiel die WF fÄur den Fall, da¼ sich zwei
Elektronen in demselben Spin Zustand (j ®i ) am selben Ort be¯nden, d.h.

~r1 = ~r2; Spinfunktion ist j ®i

Dann ist wegen der Antisymmetrie

ª ( ~r1; ~r2; : : :) = ¡ ª ( ~r2; ~r1; : : :) da die Spinfunktionen gleich sind

also

2ª ( ~r1; ~r1; : : :) = 0

ª ( ~r1; ~r1; : : :) = 0 (24.6)

Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit gleichem Spin am selben Ort zu ¯nden
ist also identisch Null. Die Permutationssymmetrie der WF zwingt Elektronen mit
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gleichen Spin, Abstand zu halten (dies gilt nicht fÄur Elektronen mit verschiedenem
Spin). Man spricht auch vonPauli{Absto¼ungbzw. von einemFermi{Loch in der
Elektronendichte. Dieser E®ekt resultiert nicht aus einer physikalischen WW der
Elektronen, sondern aus der Symmetrieeigenschaft der Gesamt{WF.
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25 Addition von Drehimpulsen in der Quanten-
mechanik

Ein grundlegendes Problem der Quantenmechanik ist die Beschreibung des Dreh-
impulses eines Mehrteilchensystems.

Bereits im H{Atom (ein Elektron) haben wir einen Bahndrehimpuls und einen
Spin, also zwei Drehimpulse. Wie ergibt sich der Gesamtdrehimpuls?

Im He{Atom haben wir bereits 2 Bahndrehimpulse und 2 Spins, also 4Dreh-
impulse.

In einem isolierten Atom ist der Gesamtdrehimpuls~J immer eine Erhaltungs-
grÄo¼e, d.h.

·
~̂J; Ĥ

¸

= 0 (25.1)

~J setzt sich zusammen aus dem Bahndrehimpuls aller Elektronen, dem Spin aller

Elektronen und evtl. dem Kernspin. GrundsÄatzlich ist nur~̂J erhalten, nicht die
einzelnen Komponenten.

In MolekÄulen haben Elektronen keinen de¯nierten Bahndrehimpuls (das Poten-
tial ist nicht sphÄarisch symmetrisch). Die Elektronen haben aber einen Spin, und

es stellt sich die Frage nach demGesamtspin~̂S des Systems. In nichtrelativistischer
NÄaherung ist

·
~̂S;Ĥ

¸

= 0 (25.2)

d.h. die Eigenfunktionen vonĤ kÄonnen nach der Quantenzahl des Gesamtspins
klassi¯ziert werden.

FÄur eine allgemeine Diskussion des grundlegenden Problems betrachten wir ein
System mit zwei Drehimpulsen

~̂j 1; ~̂j 2

( 2 Bahndrehimpulse, Bahndrehimpuls und Spin, oder 2 Spins).

Da Drehimpulsoperatoren verschiedener Teilchen sowie Spin- mit Bahndrehim-
pulsen kommutieren, ist ·

~̂j 1; ~̂j 2

¸

= 0:

Damit sind die Quantenzahlenj 1; m1 und j 2; m2 auch gute Quantenzahlen des
Gesamtsystems.

Der Gesamtzustand kann also durch die Quantenzahlen

j 1; m1; j 2; m2
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klassi¯ziert werden. Allerdings ist
·

Ĥ; ~̂j 1

¸

und
·

Ĥ; ~̂j 2

¸

i.a. 6= 0.

Wir kennen damit von jedem einzelnen Drehimpuls den Betrag und die Pro-
jektion auf die z{Achse.

Frage: KÄonnen wir auch den Wert des Gesamtdrehimpulses und die Projektion
des Gesamtdrehimpulses auf diez{Achse angeben?

Eine o®ensichtliche De¯nition fÄur den Operator des Gesamtdrehimpulses ist

~̂j = ~̂j 1 + ~̂j 2 (25.3)

ZunÄachst mÄussen wir veri¯zieren, da¼̂~j wieder ein Drehimpulsoperator ist. Wir
bilden

h
ĵ x ; ĵ y

i
=

h
ĵ 1x + ĵ 2x ; ĵ 1y + ĵ 2y

i

=
h
ĵ 1x ; ĵ 1y

i
+

h
ĵ 2x ; ĵ 2y

i

= i~
³
ĵ 1z + ĵ 2z

´
= i~ĵ z

Die Komponenten von~̂j genÄugen also den Kommutatorrelationen fÄur Drehimpul-
se. (25.3) stellt also einen Drehimpulsoperator dar.

Alleine aus den Kommutatorrelationen folgt:
~̂j 2 hat die Eigenwerte~2 j (j + 1)
~̂j z hat die Eigenwerte~m; m = ¡ j; ¢ ¢ ¢j
j kann ganzzahlig oder halbzahlig sein (halbzahlige Eigenwerte kommen von Spins).
Entsprechend istmj ganzzahlig oder halbzahlig.

Frage: KÄonnen wir die Quantenzahlenj; m gleichzeitig mit j 1; m1 und j 2; m2 spe-
zi¯zieren?

Dies ist mÄoglich, wenn die entsprechenden Operatoren kommutieren. Eine ele-
mentare, aber lÄangliche Rechnung zeigt

h
ĵ 2; ĵ 2

1

i
=

h
ĵ 2; ĵ 2

2

i
= 0 (25.4)

d.h. es ist mÄoglich, die Eigenwertej 1; j 2; j simultan zu spezi¯zieren.

Wie steht es mit ĵ z = ĵ 1z + ĵ 2z?
Es ist

h
ĵ z; ĵ 2

i
= 0 wir fÄur alle Drehimpulsoperatoren, und

h
ĵ z; ĵ 2

1

i
=

h
ĵ 1z + ĵ 2z; ĵ 2

1

i
=

h
ĵ 1z; ĵ 2

1

i
= 0

h
ĵ z; ĵ 2

2

i
=

h
ĵ 1z + ĵ 2z; ĵ 2

2

i
=

h
ĵ 1z; ĵ 2

2

i
= 0
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Also bilden
ĵ 2; ĵ 2

1; ĵ 2
2; ĵ z (25.5)

einem kommutierenden Satz von Operatoren. Der entsprechende Satz von Quan-
tenzahlen ist

(j; j 1; j 2; m) (25.6)

KÄonnen wir auchm1; m2 noch spezi¯zieren?
Eine elementare Rechnung liefert wieder

h
ĵ 1z; ĵ 2

i
= 2i~

n
ĵ 1y ĵ 2x ¡ ĵ 1x ĵ 2y

o
6= 0

(entsprechend fÄur
h
ĵ 2z; ĵ 2

i
)

Die Operatorenĵ 1z; ĵ 2z kommutieren also nicht mit ĵ 2. Eigenfunktionen der Ope-
ratoren (25.5) kÄonnen also nicht simultan Eigenfunktionen von ĵ 1z und ĵ 2z sein.

Wir haben also alternativ folgende Quantenzahlen:

(A) ( j 1m1; j 2m2) ( j unbestimmt)

(B) ( j 1; j 2; jm ) (m1; m2 unbestimmt)

Nur im Zustand (B) kennen wir den Wert j des Gesamtdrehimpulses. DafÄur ist
die Projektion m1; m2 der einzelnen Drehimpulse unbekannt.

Man nennt die Umrechnung von ZustÄanden mit den Quantenzahlen(A) auf ZustÄande
mit den Quantenzahlen (B)Drehimpulskopplung. Die Bedeutung liegt in der aus-
gezeichneten Rolle des Gesamtdrehimpulses als ErhaltungsgrÄo¼e. Wir haben noch
keine Wechselwirkung der Drehimpulse betrachtet!

Frage: Was sind die mÄoglichen Werte vonj und m fÄur gegebene Wertej 1m1; j 2m2?

Die Antwort ist einfach fÄur m, da der Operatorĵ z mit ĵ 1z und ĵ 2z kommutiert.
Die Eigenfunktionen vonĵ 1z und ĵ 2z sind also auch Eigenfunktionen von̂j z, und
es folgt

m = m1 + m2 (25.7)

m ist also festgelegt durchm1 und m2.

Etwas schwieriger ist die Bedingung fÄur die zulÄassigen Werte von j herzuleiten.
Wir geben hier nur das wichtige Resultat, die sog.Dreiecksbedingung

j = j 1 + j 2; j 1 + j 2 ¡ 1; ¢ ¢ ¢ jj 1 ¡ j 2j (25.8)

Daraus folgt insbesondere
j ganzzahlig, wennj 1; j 2 ganzzahlig
j halbzahlig, wennj 1 ganzzahlig,j 2 halbzahlig
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j ganzzahlig, wennj 1; j 2 halbzahlig
z.B. ist fÄur Bahndrehimpuls und Spin eines p-Elektrons:j 1 = 1; j 2 = 1

2

j =
3
2

;
1
2

Allgemein gilt fÄur Bahndrehimpulsl und Spin 1
2 eines Elektrons:

j = l +
1
2

; l ¡
1
2

m = ml §
1
2

Als einfachstes und besonders wichtiges Beispiel betrachten wir die Kopplung der
Spins zweier Elektronen, z.B. im He{Atom. FÄur ein Elektron haben wir bereits
eingefÄuhrt

¯
¯
¯
¯s =

1
2

; ms = +
1
2

À

´ j ®i
¯
¯
¯
¯s =

1
2

; ms = ¡
1
2

À

´ j ¯ i

FÄur 2 Elektronen haben wir also 4 mÄogliche Spin{ZustÄande
¯
¯
¯ 1

2
1
2 ; 1

2
1
2

E
= j ®1 i j ®2 i ""

¯
¯
¯ 1

2
1
2 ; 1

2 ¡ 1
2

E
= j ®1 i j ¯ 2 i "#

¯
¯
¯ 1

2 ¡ 1
2; 1

2
1
2

E
= j ¯ 1 i j ®2 i #"

¯
¯
¯ 1

2 ¡ 1
2; 1

2 ¡ 1
2

E
= j ¯ 1 i j ¯ 2 i ##

(25.9)

Der Gesamtspin

~̂S = ~̂s1 + ~̂s2

hat in diesen ZustÄanden keinen de¯nierten Wert, d.h. diese ZustÄande sind nicht
EigenzustÄande von̂S2.

Nach (25.8) sind die mÄoglichen Werte der Gesamtspinquantenzahl S:

S =

8
<

:

1
2 + 1

2 = 1
1
2 ¡ 1

2 = 0

S = 0; 1

Die mÄoglichen EigenwerteM s von Sz sind damit

M s = 0; § 1

Die gekoppelten ZustÄande, d.h. EigenzustÄande zu

s2
1; s2

2; S2; Sz
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sind also

j s1; s2; SMs i =

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 0; 0

E

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; 0

E

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; 1

E

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; ¡ 1

E

(25.10)

Diese 4 ZustÄande mÄussen sich als Linearkombinationen der 4 ZustÄande (25.9) dar-
stellen lassen.

Der erste Zustand (25.10) hatS = 0 und entspricht antiparallelen Spins:
die beiden Spin{Vektoren \addieren" sich zu null. Die anderen 3 ZustÄande ha-
ben S = 1 und entsprechen verschiedenen Orientierungen des Spin{Vektors mit¯
¯
¯~S

¯
¯
¯ = ~

q
1(1 + 1) = ~

p
2. Wenn spinabhÄangige Wechselwirkungen unwichtig sind

(was meist der Fall ist), dann sind die 3 ZustÄande mitM s = 0; § 1 entartet. Man
nennt dies einSpin{Triplett . Entsprechend bildet der Zustand mitS = 0 ein Spin{
Singlett.

Die Entwicklung der ZustÄande (25.10) nach den ZustÄanden (25.9) wollen wir
hier nicht explizit durchfÄuhren. Dies ist ein allgemeines Problem der Quantenme-
chanik von Drehimpulsen. Die Entwicklungskoe±zienten hei¼en Vektor{Kopplungs{
Koe±zienten oderClebsch{Gordan{Koe±zienten. Sie sind fÄur allgemeines (j 1m1; j 2m2; jm )
bekannt. In dem vorliegenden Spezialfall ergibt sich

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 0; 0

E
= 1p

2
(j ®1 i j ¯ 2 i ¡ j ®2 i j ¯ 1 i )

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; 0

E
= 1p

2
(j ®1 i j ¯ 2 i + j ®2 i j ¯ 1 i )

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; 1

E
= j ®1 i j ®2 i

¯
¯
¯ 1

2; 1
2; 1; ¡ 1

E
= j ¯ 1 i j ¯ 2 i

(25.11)

Diese Gesamtspin{Funktionen fÄur 2 Elektronen werden uns bei der Behandlung
des He{Atoms und desH2-MolekÄuls wieder begegnen.

DarÄuber hinaus ist das \Elektronen{Paar" von entscheidender Bedeutung in
MolekÄulen (Elektronenpaar{Bindung).
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In diesem Kapitel wollen wir das He{Atom als das einfachst mÄogliche Mehrelek-
tronensystem genauer betrachten. Die grundlegende Bedeutung von Elektronspin
und Pauli{Prinzip wird an diesem einfachen Beispiel bereits deutlich.

Vorbemerkung: Atomare Einheiten:

Es ist in der Quantenchemie durchweg Äublich, sog.atomare Einheitenzu ver-
wenden, was die Formeln stark vereinfacht.

Das Wassersto®{Problem de¯niert eine grundlegende atomare Energie (Rydberg{
Konstante) und eine fundamentale LÄange (Bohr'scher Radius).Wir de¯nieren als

LÄangeneinheit: 1 Bohr = a0 = 4¼²0~2

(mee2 ) = 0:529ºA = 0 :529£ 10¡ 10 m:

a0 entspricht grÄo¼enordnungsmÄa¼ig dem Elektron{Kern{Abstand im1s{Grundstand
des H{Atoms. Als Energieeinheit de¯nieren wir

Energieeinheit: 1 Hartree = e2

4¼²0a0
= 2R1 = 27:21 eV:

R1 : Rydberg{Konstante fÄur unendliche Kernmasse.
1 Hartree ist der Betrag der potentiellen Energie des Elektrons im 1s-Grundzustand
des H-Atoms. Die Bindungsenergie (1R1 ) ist nur halb so gro¼ wegen der kineti-
schen Energie des Elektrons (Virialsatz).

Man verwendet generell die AbkÄurzung

a.u. (atomic units)

fÄur atomare Einheiten (Energie, LÄange, etc.). Wenn atomare Einheiten benutzt
werden, treten die Naturkonstanten

~; e; me; 4¼²0

nicht mehr explizit auf. Drehimpuls{Eigenwerte sind durch Vielfache von~ gege-
ben, d.h. Drehimpulse sind in atomaren Einheiten dimensionsloseZahlen.

Der Hamiltonoperator des Einelektronen{Atoms hat in atomaren Einheiten die
einfache Gestalt

Ĥ = ¡
1
2

~r 2 ¡
Z
r

mit

~r 2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

r =
³
x2 + y2 + z2

´ 1
2



IX 26. DER GRUNDZUSTAND DES HE-ATOM 114

26 Der Grundzustand des He-Atom

Der Hamiltonoperator fÄur 2 Elektronen im Feld eines ¯xiertenKerns der Ladung
Z lautet in atomaren Einheiten

Ĥ = ¡ 1
2

³
~r 2

1 + ~r 2
2

´
¡ Z

r 1
¡ Z

r 2
+ 1

r 12
(26.1)

r1 = j~r1j : Abstand des Elektrons 1 von Kern

r2 = j~r2j Abstand des Elektrons 2 vom Kern

r12 = j~r1 ¡ ~r2j : Abstand zwischen den Elektronen.

Man beachte, da¼ die Spinvariablen im Hamiltonoperator nicht auftauchen: Ĥ ist
spinunabhÄangig.

Die Aufgabe ist die LÄosung der zeitunabhÄangigen SchrÄodingergleichung fÄur 2
Elektronen

Ĥ ª ( ~r1; ~r2) = Eª ( ~r1; ~r2) (26.2)

Ĥ hat unendliche viele Eigenwerte (ZustÄande des He{Atoms). Wirinteressieren uns
zunÄachst fÄur den niedrigsten EigenwertE0 und die zugehÄorige Funktion ª0. Den
Elektronenspin wollen wir im Augenblick ignorieren (wir kommen darauf zurÄuck).

Die Schwierigkeit bei der LÄosung der Gleichung (26.2) liegtin der Elektro-
nenabsto¼ung1

r 12
. In einer ersten groben NÄaherung denken wir uns diesen Term

vernachlÄassigt. Wir betrachten

Ĥ0 = ĥ0(1) + ĥ0(2) (26.3)

mit
ĥ0 = ¡

1
2

~r 2 ¡
Z
r

(26.4)

Generell gilt fÄur mehrdimensionale SchrÄodingergleichungen:

Wenn der Hamiltonoperator eine SummeĤ (1) + Ĥ (2) ist, dann ist die
LÄosungsfunktion ein ProduktÃ(1)Ã(2).

Wir sehen dies durch Einsetzen:
h
Ĥ (1) + Ĥ (2)

i
Ã(1)Ã(2) =

h
Ĥ (1)Ã(1)

i
Ã(2) + Ã(1)

h
Ĥ (2)Ã(2)

i

= E1Ã(1)Ã(2) + E2Ã(1)Ã(2)

= ( E1 + E2) Ã(1)Ã(2)

Die LÄosung ist also das ProduktÃ(1)Ã(2), wobei gilt

Ĥ (1)Ã(1) = E1Ã(1)

Ĥ (2)Ã(2) = E2Ã(2)
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Der Energieeigenwert ist die Summe der einzelnen Eigenwerte.

Dieser Beweis gilt o®ensichtlich fÄur beliebig viele Variablen.

Wir haben also

Ĥ0ª (0) (~r1; ~r2) = E (0) ª (0) (~r1; ~r2) (26.5)

ª (0) = Ã (~r1) Ã (~r2) (26.6)

ĥÃ (~r) = ²Ã (~r) (26.7)

E (0) = ²1 + ²2 (26.8)

wobei wir Ã (~r) und ² als LÄosungen des 1{Elektronenproblems kennen. Die Ener-
gieniveaus vonĤ0 sind also (in atomarem Einheiten)

E (0) (n1; n2) = ¡
1
2

Z 2

Ã
1
n2

1
+

1
n2

2

!

(26.9)

Der niedrigste Wert von E (0) , d.h. der Grundzustand des He{Atoms, ergibt sich
fÄur n1 = n2 = 1:

E (0)
0 = ¡ Z 2 = ¡ 4 Hartree fÄurZ = 2

Die Grundzustandsenergie lÄa¼t sich nicht direkt messen. Eine einfach me¼bare
GrÄo¼e ist die Ionisierungsenergie (z.B. durch Photoe®ekt)

I = EHe+ ¡ EHe

Die EnergieEHe+ ist o®ensichtlich

EHe+ = ¡
1
2

Z 2 = ¡ 2 Hartree fÄurZ = 2

Damit ist die Ionisierungsenergie in unserer groben NÄaherung

I (0) = EHe+ ¡ E (0)
0 = 2 Hartree = 54:4 eV

Der experimentelle Wert ist I exp = 0:904 Hartree = 24:6 eV. Der Fehler ist also
Äuber 100%. Die WW

V̂ =
1

r12

ist alsokeinekleine StÄorung des Systems. Die wirkliche Ionisierungsenergie I exp ist
viel kleiner alsI 0 wegen der Coulomb{Abstossung der Elektronen.

Unsere Aufgabe ist es nun, den E®ekt von̂V zumindest nÄaherungsweise zu
berÄucksichtigen. Wir wollen dazu beide in Kap. VII diskutierten NÄaherungsver-
fahren heranziehen, die StÄorungstheorie und die Variationsmethode.
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Wir beginnen mit derStÄorungstheorie. In erster Ordnung der Rayleigh{SchrÄodinger{
StÄorungstheorie ist ein verbesserter Wert fÄur die Grundzustandsenergie:

Ĥ = Ĥ0 =
1

r12
(26.10)

Ĥ0 = ¡
1
2

³
~r 2

1 + ~r 2
2

´
¡

Z
r1

¡
Z
r2

(26.11)

E (1)
0 = E (0)

0 +
D
ª (0)

0 jV j ª (0)
0

E

= E (0)
0 +

Z
d~r1

Z
d~r2ª (0) (~r1; ~r2)

1
r12

ª (0) (~r1; ~r2) (26.12)

d~r steht fÄurdx dy dz, d.h. Integration Äuber alle drei Raumrichtungen. (6{dimensionales
Integral). Mit ª 0 (~r1; ~r2) = Ã (~r1) Ã (~r2) ist

E (1)
He = E0 + J (26.13)

J =
Z

d~r1
Z

d~r2 jÃ (~r1)j2
1

r12
jÃ (~r2)j2 (26.14)

J ist das sog. \Coulomb{Integral". Es beschreibt die elektrostatische WW zweier
Elektron{Ladungswolken.

FÄur Ã = Ã1s des H{Atoms ergibt sich

J = 5
8Z Hartree

Damit ( Z = 2):

E (1)
He = ¡ 4 +

5
4

= ¡
11
4

Hartree

Ionisierungsenergie in dieser NÄaherung:

I (1) = ¡ 2 +
11
4

=
3
4

Hartree

I (1) = 20:4 eV (im Vergleich zuI exp = 24:6 eV)

Der Fehler in I (1) ist nur mehr 17%. Die StÄorungstheorie 1. Ordnung ist nicht
genau, daV = 1

r 12
keine schwache StÄorung darstellt. Im Prinzip kÄonnen genauere

Werte fÄur I in hÄoherer Ordnung der StÄorungstheorie gewonnen werden. Dies ist
aber kein praktisch relevanter Weg.

Als alternativen NÄaherungsansatz fÄuhren wir eineVariationsrechnung durch.
Als Ansatz fÄur die Testfunktion wÄahlen wireine Produktfunktionwie im Falle von
nichtwechselwirkenden Elektronen

ª T (~r1; ~r2) = Ã (~r1) Ã (~r2) (26.15)

Wenn wir
Ã (~r) = A e¡ Zr
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setzen (A = Normierungsfaktor), beschreibt (26.15) zwei nichtwechselwirkende
Elektronen im 1s{Orbital. Wir lassen nun als Variationsparameter einen variablen
Exponenten zu (entspricht e®ektiver KernladungZ 0):

Ã (~r) = A0 e¡ Z 0r (26.16)

Ã (~r) sei normiert und Z 0 soll so bestimmt werden, da¼E0 (Z 0) minimal wird.

Motivation fÄur diesen Ansatz: Die Elektronen schirmen sich gegenseitig ab, d.h.
jedes Elektron \sieht" ein Z 0 < 2.

Mit
Ĥ = Ĥ0 + V̂ ; V̂ =

1
r12

; ª T = Ã (~r1) Ã (~r2)

(d¿ steht fÄur Integration Äuber alle Variablen, hierd~r1d~r2)
Z

d¿ª ¤
T Ĥ0ª T =

Z
d¿ª ¤

T

h
ĥ0(1) + ĥ0(2)

i
ª T

= 2
Z

d~r1Ã¤ (~r1) ĥ0(1)Ã (~r1)

Auswertung des Integrals liefert
Z

d¿ª ¤
T Ĥ0ª T = ( Z 0)2 ¡ 2ZZ 0 (26.17)

(liefert gerade¡ Z 2 fÄur Z 0 = Z, s. oben).
Da V̂ die KernladungZ nicht enthÄalt, ist

R
d¿ª ¤

T V̂ ª T = 5
8Z 0 (26.18)

(s. oben , Coulomb{Integral).
Also

E0 (Z 0) = ( Z 0)2 ¡ 2ZZ 0+ 5
8Z 0 (26.19)

Extremum:

dE0

dZ0
= 2Z 0¡ 2Z +

5
8

= 0

Z 0 = Z ¡ 5
16 (26.20)

FÄur He ist alsoZ 0 = 27
16:

In (26.19) eingesetzt ergibt sich fÄurZ = 2

EHe = ¡
µ 27

16

¶ 2

Hartree = ¡ 77:5 eV

Die resultierende Ionisierungsenergie ist

I = EHe+ ¡ EHe = 23:1 eV
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Der Fehler ist jetzt nur mehr 6%.

Wir haben damit nicht nur eine verbesserte Berechnung der Energie durch-
gefÄuhrt, sondern auch ein qualitatives VerstÄandnis erreicht: Die Elektronen bewe-
gen sich in dem Potential einer e®ektiven KernladungZ 0 = 2 ¡ 5

16. Dieses Konzept
ist von allgemeiner Bedeutung fÄur das VerstÄandnis von Atomen und MolekÄulen.
Eine Test{WF mit der Struktur nichtwechselwirkender Elektronen macht Sinn!

Die Variationsrechnung liefert auch ein quantitativ besseresResultat als die
StÄorungstheorie.

Den Elektronenspin haben wir bisher nicht berÄucksichtigt. Wir werden die Be-
deutung der Spinvariablen bei der Diskussion der angeregten ZustÄande des He{
Atoms kennenlernen.



IX 27. ANGEREGTE ZUST ÄANDE DES HE{ATOMS 119

27 Angeregte ZustÄande des He{Atoms

In erster NÄaherung erhalten wir angeregte ZustÄande des He-Atoms, wenn wir min-
destens eines der Elektronen in ein H{Atom{Orbital mitn 6= 1 setzen, z.B.

ª ( ~r1; ~r2) = Ã100 (~r1) Ã200 (~r2)

Dies ist eine sog. 1s, 2s - Kon¯guration. ª wÄare Eigenfunktion von Ĥ , wennV̂ = 0
wÄare.

FÄur das VerstÄandnis der angeregten ZustÄande des He{Atoms sowie der Struktur
aller komplexeren Atome ist die BerÄucksichtigung des Elektronen{Spins entschei-
dend. Ein Elektron mit Spin in einem H{Atom{Orbital beschreiben wir durch

Ãnlm;¾ ´ Ãnlm (~r) j ¾i ; ¾= ®; ¯

® bedeutet \spin up", d.h. ms = + 1
2

¯ bedeutet \spin down", d.h. ms = ¡ 1
2

Ãnlm;¾ ist ein sog.Spin{Orbital ; Ãnlm (~r) nennen wir auchRaum{Orbital.

Ein allgemeine Kon¯guration fÄur das He{Atom ist also

ª(1 ; 2) = Ãnlm (~r1) j ¾(1)i Ãn0l0m0 (~r2) j ¾0(2)i (27.1)

Betrachtung der Permutations{Symmetrie:
Bei 2 Elektronen gibt es vier KombinationsmÄoglichkeiten fÄur die Spins:

ª(1 ; 2) = Ãnlm (~r1)Ãn0l0m0(~r2)

8
>>><

>>>:

j®(1)ij ®(2)i ""
j®(1)ij ¯ (2)i "#
j¯ (1)ij ®(2)i #"
j¯ (1)ij ¯ (2)i ##

(27.2)

Bei Vertauschung 1$ 2 ist ®(1)®(2) und ¯ (1)¯ (2) symmetrisch, die gemischten
Produkte aber nicht. Wir bilden daher

j Â+ i =
1

p
2

[j®(1)i j ¯ (2)i + j®(2)i j ¯ (1)i ]

jÂ¡ i =
1

p
2

[j®(1)i j ¯ (2)i ¡ j ®(2)i j ¯ (1)i ]
(27.3)

O®ensichtlich ist jÂ+ i symmetrisch und jÂ¡ i antisymmetrisch bezÄuglich 1$ 2.
Also

ª(1 ; 2) = Ãnlm (~r1) Ãn0l0m0 (~r2)

8
>>>>><

>>>>>:

j®(1)i j ®(2)i

j¯ (1)i j ¯ (2)i

j Â+ i

jÂ¡ i

(27.4)
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Schlie¼lich betrachten wir noch den Raum{Anteil der WF ª(1; 2). Seia = ( nlm); a0 =
(n0l0m0). Die Produkte

Ãa (~r1) Ãa0 (~r2)

Ãa (~r2) Ãa0 (~r1)

haben identische Energie und sind fÄur uns nicht unterscheidbar. Sie haben fÄur
a 6= a0 keine de¯nierte Symmetrie bezÄuglich 1$ 2. Wir de¯nieren daher fÄur
a 6= a0:

ª § (~r1; ~r2) = 1p
2

[Ãa (~r1) Ãa0 (~r2) § Ãa (~r2) Ãa0 (~r1)] (27.5)

O®ensichtlich ist ª+ symmetrisch, ª ¡ antisymmetrisch.

Die gesamte Vielfalt von Wellenfunktionen zweier Elektronenmit a 6= a0 ist al-
so

ª(1 ; 2) =

(
ª +

ª ¡

)
8
>>><

>>>:

j®(1)ij ®(2)i
j¯ (1)ij ¯ (2)i

jÂ+ i
jÂ¡ i

9
>>>=

>>>;

Nach dem Pauli{Prinzip sind nur folgende Funktionen zulÄassig

ª(1 ; 2) =

8
>>>><

>>>>:

ª + jÂ¡ i

ª ¡

8
><

>:

j®(1)ij ®(2)i
j¯ (1)ij ¯ (2)i

jÂ+ i

9
>=

>;

(27.6)

SymmetrischeOrbitalfunktion ª + impliziert also antisymmetrischeSpinfunktion
jÂ¡ i und umgekehrt.

Gl. (27.6) hat weitreichende Konsequenzen. Betrachten wir 2Elektronen mit glei-
chem Spin, d.h.j®(1)i j ®(2)i oder j¯ (1)i j ¯ (2)i . Dann ist nur die Raum{WF

ª ¡ (~r1; ~r2) =
1

p
2

[Ãa (~r1) Ãa0 (~r2) ¡ Ãa (~r2) Ãa0 (~r1)]

zulÄassig. FÄura = a0, d.h. n = n0; l = l0; m = m0, ist aber

ª ´ 0;

d.h. dieser Zustand existiert nicht.

Umgekehrt folgt fÄur a = a0, d.h. 2 Elektronen im gleichen Raum{Orbital, da¼
die Spinfunktion jÂ¡ i sein mu¼, d.h. da¼ die Elektronen 1 und 2 verschiedenen
Spin haben mÄussen.

Dies ist dasPauli'sche Ausschlie¼ungsprinzip:
Jedes Spin{Orbital kann nur von einem Elektron besetzt werden.
Oder:
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Wenn 2 Elektronen dasselbe Raumorbital besetzen, mu¼ ihr Spin \antiparallel"
sein.

Die Spinfunktionen von Gl. (27.3), die gemÄa¼ ihrer Permutationssymmetrie
konstruiert wurden, sind identisch mit den Gesamtspin{Eigenfunktionen fÄur 2
Elektronen, die wir in Kap. 25 diskutiert haben. Im Falle von 2Elektronen sind
also Eigenfunktionen des Gesamtspins

³
Ŝ2; ŜZ

´
und Eigenfunktionen des Permu-

tationsoperators
³
P̂12

´
identisch (gilt nicht allgemein).

Wir merken uns:
Der Spin{Singulett{Zustand(S = 0; M s = 0) hat die Spinfunktion

jÂ¡ i =
1

p
2

f j ®(1)i j ¯ (2)i ¡ j ®(2)i j ¯ (1)ig

und ist antisymmetrisch bzgl. Permutation.

Der Spin{Triplett{Zustand ( S = 1; M s = 0; § 1) hat die drei Komponenten

j®(1)i j ®(2)i

j¯ (1)i j ¯ (2)i

jÂ+ i =
1

p
2

f j ®(1)i j ¯ (2)i + j®(2)i j ¯ (1)ig

und ist symmetrisch bzgl. Permutation.

Um diese ÄUberlegungen auf mehr als 2 Elektronen zu erweitern, ist folgende
Schreibweise Äau¼erst nÄutzlich. Im Falle von 2 Elektronen schreiben wir die Gesamt{
WF als

ª(1 ; 2) = 1p
2

¯
¯
¯
¯
¯
Ãa¾(1) Ãa0¾0(1)
Ãa¾(2) Ãa0¾0(2)

¯
¯
¯
¯
¯

(27.7)

wobeiÃa¾(1) = Ãnlm (~r1) j¾(1)i ein Spin{Orbital ist. (27.7) hei¼tSlater{Determinante.

Die Vertauschung 1$ 2 entspricht Vertauschung der Zeilen der Determinante.
Determinante ist antisymmetrisch!
ª(1 ; 2) ist antisymmetrisch bezÄuglich 1$ 2. Die Slater{Determinate beschreibt
also nach Konstruktion eineantisymmetrisierte Wellenfunktion.

Wenn wir a = a0; ¾= ¾0 setzen, d.h. 2 Elektronen im gleichen Spinorbital, ist

ª(1 ; 2) =
1

p
2

¯
¯
¯
¯
¯
Ãa¾(1) Ãa¾(1)
Ãa¾(2) Ãa¾(2)

¯
¯
¯
¯
¯
´ 0

da die Determinante verschwindet, wenn 2 Spalten gleich sind.Das Ausschlie-
¼ungsprinzip ist also garantiert.

Slaterdeterminanten beschreiben grundsÄatzlich antisymmetrische Wellenfunk-
tionen. Slaterdeterminanten sind aber i.a. keine Eigenfunktionen von Ŝ2.
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FÄur den Grundzustand des He{Atoms ergibt sich aus der Betrachtung von Spin
und Permutationssymmetrie lediglich, da¼ der Spin{Zustand ein Singulett sein
mu¼, da die Ortsfunktion symmetrisch bzgl. Permutation ist. Ansonsten sind die
Rechnungen von Kap. 26 durch den Spin nicht betro®en. Dies ist anders fÄur die an-
geregten ZustÄande des He{Atoms, fÄur die Singulett- und Triplett{Spinfunktionen
mÄoglich sind. Wie wir sehen werden, haben Singulett- und Triplett{ZustÄande ver-
schiedene Energie, obwohl die Spinvariable im Hamiltonoperator gar nicht vor-
kommt.

Wir berechnen die Energie vonangeregtenZustÄanden des He{Atoms in 1. Ord-
nung StÄorungstheorie. Sei 1 Elektron im Orbital a = ( n; l; m), das 2. Elektron im
Orbital a0 = ( n0; l0; m0). In nullter Ordnung (d.h. V̂ = 0) ist die Energie einfach
die Summe der Orbitalenergien (s. oben)

E (0) = ¡ 1
2Z 2

³
1

n2 + 1
n02

´
(27.8)

Die Energie 1. Ordnung ist

E (1) = E (0) +
R

d~r1
R

d~r2ª(1 ; 2)¤ 1
r 12

ª(1 ; 2) (27.9)

Der OperatorV̂ = 1
r 12

hÄangt nicht vom Spin ab. Wir brauchen also nur den Ortsan-
teil der WF zu betrachten. Die 3 Triplett{Komponenten habennotwendigerweise
die gleiche Energie. Nach Gl. (27.6) ist fÄur den Singlett{Zustand:

Spinfunktion antisymmetrisch! E (1)
S = E (0) +

R
d~r1d~r2ª ¤

+ (~r1; ~r2) 1
r 12

ª + (~r1; ~r2)

(27.10)
und fÄur den Triplett{Zustand:

Spinfunktion symmetrisch! E (1)
T = E (0) +

R
d~r1d~r2ª ¤

¡ (~r1; ~r2) 1
r 12

ª ¡ (~r1; ~r2)

(27.11)
Es ist
Z Z

ª ¤
§

1
r12

ª § =
1
2

Z Z
[Ã¤

a(1)Ã¤
a0(2) § Ã¤

a(2)Ã¤
a0(1)]

1
r12

[Ãa(1)Ãa0(2) § Ãa(2)Ãa0(1)]

=
1
2

[2J § 2K ] = J § K

(27.12)

J =
R

d~r1
R

d~r2Ã¤
a (~r1) Ã¤

a0 (~r2) 1
r 12

Ãa (~r1) Ãa0 (~r2) (27.13)

K =
R

d~r1
R

d~r2Ã¤
a (~r1) Ã¤

a0 (~r2) 1
r 12

Ãa (~r2) Ãa0 (~r1) (27.14)

K ist das sog.\Austauschintegral". Es ergibt sich aus demCoulombintegral J ,
indem man 1 und 2 auf der rechten Seite des Integranden vertauscht. J und K
spielen eine zentrale Rolle in der Theorie der Elektronenstruktur von Atomen und
MolekÄulen.K hat keine klassische Interpretation.
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Wir haben also
E (1)

S = E (0) + J + K

E (1)
T = E (0) + J ¡ K

(27.15)

(Anmerkung: Diese Rechnung gilt nur fÄura 6= a0, da die WF (27.6) fÄura = a0

nicht auf 1 normiert ist. FÄur a = a0 (z.B. Grundstand von He) verschwindet der
Triplett{Zustand und E (1)

S = E (0) + J , s. oben).

Singlett- und Triplett{ZustÄande unterscheiden sich also um die Energie 2K (die
von a und a0 abhÄangt).K ist i.a. nicht klein, typisch mehrere eV. I.a. istK > 0,
d.h. ES > E T : Triplett{Zustand liegt unter dem Singlett{Zustand. Gilt allgemein,
auch fÄur angeregte elektronische ZustÄande von MolekÄulen.

Beachte: Der Energieunterschied von Singlett{Zustand (S = 0) und Triplett{
Zustand (S=1) hat nichts mit Spin{Spin{WW zu tun. Allein eine Konsequenz des
Pauli{Prinzips und der Elektronenabsto¼ung:

Triplett: Spin{WF symmetrisch, Orts{WF ª ¡ ist antisymmetrisch, verschwindet
fÄur ~r1 = ~r2: Elektronen kÄonnen sich nicht beliebig nahe kommen.

Singulett: Spin{WF antisymmetrisch, Orts{WF ª + ist symmetrisch, Elektronen
kÄonnen sich beliebig nahe kommen.

Daher stÄarkere Wirkung der Elektronenabstossung im Singulett{Zustand.
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Wir wollen in diesem Abschnitt H+
2 und H2 als die einfachsten molekularen

Systeme genauer betrachten.

H+
2 existiert (d.h. es ist gebunden) und stellt damit das einfachsteBeispiel einer

Einelektronen{Bindung dar.

H2 ist der Prototyp einer Elektronenpaarbindung.

28 Das H +
2 {MolekÄulion

28.1 Hamiltonoperator und Symmetrieeigenschaften

Koordinaten:

Ra Rb

rbra

z
a b

R

e-

r

Hamiltonoperator (in atomaren Einheiten):

Ĥ = ¡
1

2mp

~r 2
a ¡

1
2mp

~r 2
b ¡

1
2

r 2 ¡
1
ra

¡
1
rb

+
1
R

(28.1)

(mp = Protonenmasse in Einheiten der Elektronenmasse)
H+

2 ist ein 3{KÄorper{Coulomb{Problemwie das He{Atom, nur Massen und Ladun-
gen sind verschieden. Die SchrÄodingergleichung ist ebenfalls nicht exakt lÄosbar.

Es gibt jedoch eine einfache und extrem wichtige NÄaherung, die NÄaherung ¯-
xierter Atomkerne.

Wir sehen in (28.1) da¼ die kinetische Energie der Atomkerne den Faktor
³

1
mp

´

enthÄalt. Die Kerne bewegen sich daher etwa 2000{mal langsamer als die Elek-
tronen. Wir kÄonnen daher in guter NÄaherung die Kerne festhalten (d.h. limes
mp ! 1 ) und nur die Bewegung des Elektrons um die ¯xierten Kerne betrachten.
In der Quantenchemie im engeren Sinne macht man grundsÄatzlich diese Idealisie-
rung. Der Hamiltonoperator wird damit

Ĥ = ¡
1
2

r 2 ¡
1
ra

¡
1
rb

+
1
R

(28.2)
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(28.2) beschreibt die Bewegung des Elektrons in dem 2{Zentren{Feld ¡ 1
r a

¡ 1
r b

. 1
R

ist lediglich eine additive Konstante zur Energie.

Exkurs: einige elementare Begri®e:

(28.2) enthÄalt R als Parameter. Die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen
hÄangen daher vonR ab. Im Augenblick interessiert uns vor allem der niedrigste
Eigenwert (elektronischer Grundzustand). Qualitativ gibt es zwei MÄoglichkeiten
fÄur den Verlauf vonE0(R):
(a)

E

R

D

R

0

0

Die Energie hat ein Minimum beiR0. Das MolekÄul istchemisch gebunden.
(b)

R

E0

Die Energie wÄachst monoton an, wenn sich die Atome nÄahern; esgibt keine che-
mische Bindung.

E0 hat die Bedeutung einerpotentiellen Energiedes Systems. DieKraft auf die
Atome ist daher

K = ¡
dE0

dR
(28.3)

In (a) ist K anziehend fÄurR > R 0, in (b) ist K absto¼end fÄur alleR. Man spricht
dementsprechend vonanziehenden(attraktiven) und absto¼enden(repulsiven) Po-
tentialen.
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Der Minimalwert von E0 in (a) bestimmt die DissoziationsenergieD des MolekÄuls.

Von allgemeiner Bedeutung sind die folgendenSymmetriebetrachtungen. Die
potentielle Energie des Elektrons in (28.2)

V̂ (~r) = ¡
1
ra

¡
1
rb

hÄangt nicht vom Azimuthwinkel Á um die z{Achse ab. Daher kommutiert

l̂z =
~
i

@
@Á

mit Ĥe (wie wir wissen, kommutiert l̂z mit ¡ 1
2
~r 2 )

h
Ĥe; l̂z

i
= 0

Die EF Ã von Ĥ sind daher auch EF von̂lz. Daraus folgt, da¼ ihre AbhÄangigkeit
von Á lautet

Ã (r; µ; Á) = u (r; µ) eimÁ (28.4)

m = 0; § 1; § 2; : : :

Die Quantenzahlm reprÄasentiert die Projektion des elektronischen Drehimpulses
auf die MolekÄulachse.

Analog zur s,p,d,f{Nomenklatur von Atomorbitalen verwenden wir folgende
Nomenklatur fÄur MolekÄulorbitale:

Orbitalbezeichnung

m = 0 ¾

m = § 1 ¼§

m = § 2 ±§

...

Die Energie hÄangt nicht vom Vorzeichen vomm ab, d.h. ¼; ±;. . . {Orbitale sind
2{fach entartet.

Analog zu den Atomorbitalen kÄonnen wir reelle MolekÄulorbitale bilden durch

¼x =
1

p
2

(¼+ + ¼¡ )

¼x =
1

i
p

2
(¼+ ¡ ¼¡ )

(28.5)
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Analog zu den Atomorbitalen ist das¼x (¼y){Orbital lÄangs der x(y){Achse gerichet.
Entsprechendes gilt fÄur±{Orbitale, etc.

In homonuklearen 2{atomigen MolekÄulen (H+2 , H2, Li2, etc.) gibt es eine weitere
Symmetrieoperation: das PotentialV ist invariant bei Raumspiegelung~r ! ¡ ~r.
D.h., alle MolekÄulorbitale sind entweder

gerade (g) :Ãg (¡ ~r) = Ãg (~r)

oder
ungerade (u) :Ãu (¡ ~r) = ¡ Ãu (~r)

Die Orbitale mit den entsprechenden Eigenschaften sind

¾g ; ¾u (m = 0)

¼g ; ¼u (m = § 1)

±g ; ±u (m = § 2)

etc.

Wir kÄonnen den Indexg; u analog zum als zusÄatzliche \Quantenzahl" au®assen.

28.2 LCAO{NÄaherung

Die SchrÄodingergleichung fÄur den Hamiltonoperator (28.2) ist exakt lÄosbar, d.h.
die WF lassen sich durch bekannte analytische Funktionen ausdrÄucken. Die ma-
thematische Form der LÄosungen ist allerdings sehr kompliziertund soll hier nicht
diskutiert werden.

Wir beschrÄanken uns auf ein einfaches und fÄur die Praxis Äau¼erst wichtiges
NÄaherungsverfahren zur Bestimmung der MolekÄulorbitale, die LCAO{Methode (li-
near combination of atomic orbitals). Der allgemeine Ansatz ist

Ã (~r) =
P

i ci Ái (~r) (28.6)

Ã ist ein MolekÄulorbital. Die Ái sind Orbitale, die an den einzelnen Atomen zen-
triert sind.

Im Falle von H+
2 ist der einfachste Ansatz

Ã = caÁa + cbÁb (28.7)

wobeiÁa (Áb) 1s{Orbitale am Atom a(b) sind. ca; cb sind unbekannte Koe±zienten.
Wir bestimmen sie aus demVariationsprinzip

E =
R

Ã¤ H eÃ d~rR
Ã¤ Ã d~r

= min (28.8)
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(Bemerkung: Am Beispiel des He{Atoms haben wir eine Variationsrechnung fÄur
ein 2{Elektronensystem durchgefÄuhrt; beachte, da¼ wir hiernun eine Variations-
rechnung fÄur ein 1{Elektronensystem mit komplizierter Geometrie durchfÄuhren.
Im Gegensatz zu unserem Ansatz beim He{Atom ist (28.7) ein linearerVariati-
onsansatz.)

Ã von (28.7) ist ein¾{Orbital (s.o.) und daher reell. ca und cb sind also reell.
Damit Z

d~r Ã2 = c2
a + c2

b + 2cacb

Z
d~r ÁaÁb

da Z
d~r Á2

a =
Z

d~r Á2
b = 1

De¯nition:

S =
Z

d~r ÁaÁb

=
Z

d~r Á
³
~r ¡ ~Ra

´
Á

³
~r ¡ ~Rb

´

ÄUberlappungs (overlap) Integral

(28.9)

Z
d~r ÃĤÃ = c2

a

Z
d~r ÁaĤÁa + c2

b

Z
d~r ÁbĤÁb + 2cacb

Z
d~r ÁaĤÁb

De¯nition: Z
d~r ÁaĤÁa =

Z
d~r ÁbĤÁb = ®

Z
d~r ÁaĤÁb =

Z
d~r ÁbĤÁa = ¯

(28.10)

(sog. \Matrixelemente" von H , sind i.a. analytisch berechenbar).
Also

E =
®(c2

a + c2
b)+2 ¯c a cb

c2
a + c2

b+2 Sca cb
(28.11)

Die StationaritÄatsbedingungen
Ã

@E
@ca

!

= 0 ;

Ã
@E
@cb

!

= 0 (28.12)

liefern (s. ÄUbungen)

Ã
®¡ E ¯ ¡ SE

¯ ¡ SE ®¡ E

! Ã
ca

cb

!

=

Ã
0
0

!

(28.13)

Homogenes lineares Gleichungssystem. Nichttriviale LÄosung nur fÄur

¯
¯
¯
¯
¯

®¡ E ¯ ¡ SE
¯ ¡ SE ®¡ E

¯
¯
¯
¯
¯
= 0 (28.14)
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(SÄakulargleichung)

(®¡ E)2 ¡ (¯ ¡ SE)2 = 0

®¡ E = § (¯ ¡ SE)

®¡ E = ¯ ¡ SE ®¡ E = ¡ (¯ ¡ SE)

®¡ ¯ = (1 ¡ S) E ® + ¯ = (1 + S) E

E¡ = ®¡ ¯
1¡ S E+ = ®+ ¯

1+ S (28.15)

Einsetzen vonE+ und Bestimmung der Koe±zienten liefert
fÄur E = E+ : ca = cb

fÄur E = E¡ : ca = ¡ cb

Orbital zur Energie E+ :
Ã+ = N+ (Áa + Áb)

Orbital zur Energie E¡ :
Ã¡ = N¡ (Áa ¡ Áb)

Die Normierungsfaktoren folgen aus der Bedingung
R

d~rÃ2
§ = 1. Einfache Rech-

nung ergibt
N§ = (2 § 2S)¡ 1

2

Damit

Ã+ = (2 + 2 S)¡ 1
2 (Áa + Áb) E+ =

®+ ¯
1 + S

(28.16)

Ã¡ = (2 ¡ 2S)¡ 1
2 (Áa ¡ Áb) E¡ =

®¡ ¯
1 ¡ S

(28.17)

Einsetzen vonĤ in die De¯nition von ®und ¯ liefert nach einfachen Umformungen
(E1S = Grundzustandsenergie des H{Atoms)

® = E1S +
1
R

¡ j 0

¯ =
µ

E1S +
1
R

¶

S ¡ k0
(28.18)

mit den (positiven) Integralen

j 0 =
Z

d~rÁ2
a

1
rb

k0 = Áa
1

rab
Áb

(28.19)

j 0 hat eine einfache Bedeutung: elektrostatische WW der Ladungsverteilung Á2
a

mit dem zweiten Proton.k0 hat kein klassisches Analogon. Eingesetzt in (28.17)

E+ =
µ

E1S +
1
R

¶

¡
j 0+ k0

1 + S

E¡ =
µ

E1S +
1
R

¶

¡
j 0¡ k0

1 ¡ S

(28.20)
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Da j 0; k0 > 0 und k0 > j 0, ist E+ < E 1S < E ¡ (fÄur nicht zu kleineR):

E+

E -

E1S E1S

FÄur R ! 1 ist E+ = E¡ = E1S. FÄur abnehmendesR wird E+ abgesenkt, d.h.
wir haben chemische Bindung in diesem Modell von H+

2 :

R
R

E

E

E

-

1s 0

DE+

Die Auswertung der Integrale liefert fÄurR0 und D:

experimentell :

R0 = 1:32ºA R0 = 1:060ºA

D = 1:76eV D = 2:791eV

(1ºA=10 ¡ 8cm=10¡ 10m=0.1nm)

Die Zahlenwerte sind zwar schlecht, aber das Modell erklÄart immerhin im Prin-
zip die chemische Bindung inH 2

+ . Die NÄaherung steckt in dem primitiven Varia-
tionsansatz (8)!

Abb. X.1 zeigt qualitativ die MolekÄulorbitale (MO's) Ã+ und Ã¡ und ihre
Quadrate. Es ist

Ã2
+ » Á2

a + Á2
b + 2ÁaÁb (28.21)

Ã2
¡ » Á2

a + Á2
b ¡ 2ÁaÁb (28.22)

Auf der \Mittelebene" des MolekÄuls istÁa = Áb und damit Ã¡ = 0. Ã¡ hat also
eine Knoten°Äache.
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Abb. X.1: Wellenfunktion (links) und Elektronendichte (re chts) fÄur das bindende (oben)
und antibindende (unten) Orbital von H 2.
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Ã+ :\konstruktive Interferenz" der Amplituden Áa; Áb zwischen den Kernen.
Ã¡ :\destruktive Interferenz" der Amplituden Áa; Áb zwischen den Kernen.

ErklÄart anschaulich, warumÃ2
+ die Kerne zusammenhÄalt, wÄahrendÃ2

¡ die Ker-
ne abstÄo¼t.

Aufgrund dieser Eigenschaft hei¼t

Ã+ : bindendes Orbital

Ã¡ : antibindendes Orbital

Dieses Konzept ist sehr wichtig, da es sich allgemein auf MolekÄulorbitale von zwei-
atomigen MolekÄulen anwenden lÄa¼t.

28.3 Diskussion der chemischen Bindung in H +
2

Da das 1¾g{Orbital in H +
2 das einfachste Beispiel einer chemischen Bindung Äuber-

haupt ist, ist es interessant, die EnergiebeitrÄage zur Bindungetwas genauer zu ana-
lysieren. Insbesondere zeigt eine solche Analyse, da¼ manche plausible ErklÄarung,
die man in LehrbÄuchern ¯ndet, falsch ist( s. Kutzelnigg, EinfÄuhrung in die Theo-
retische Chemie, Bd. 2,x3)

Wir haben gesehen, da¼ der LCAO{Ansatz mit je einem 1s{Atomorbital (sog.
Minimal{Basis ) die chemische Bindung in H+2 im Prinzip erklÄaren kann. Wir ha-
ben gesehen, da¼ das 1¾g{Orbital Äuber das ganze MolekÄul delokalisiert ist. Man
kann argumentieren, da¼ dies zu einemGewinn an kinetischer EnergiefÄuhrt (nach
der UnschÄarferelation). Man kann auch argumentieren, da¼ die Akkumulation von
Elektronendichte zwischen den Kernen (konstruktive Interferenz) zu einerAbsen-
kung der potentiellen EnergiefÄuhrt. Beides wird in LehrbÄuchern hÄau¯g zur Er-
klÄarung der chemischen Bindung in H+2 herangezogen (z.B. Atkins). Welche Er-
klÄarung ist richtig?

Abb. X.2 zeigt die Zerlegung der Energie, die sich in Minimalbasis{LCAO{
NÄaherung ergibt, in kinetischen und potentiellen Anteil. Mansieht, da¼ in der
Gegend des Energieminimums die kinetische Energie abgesenktist, wÄahrend die
potentielle Energie grÄo¼er ist als fÄur separierte Atome. Manschlie¼t daraus, da¼
die Absenkung der kinetischen EnergiefÄur die Bindung verantwortlich ist.

Dieser Schlu¼ ist aberfalsch. Das Resultat in Abb. X.2 ist eine Konsequenz der
UnzulÄanglichkeit des NÄaherungsansatzes. Es spiegelt nicht diewirklichen VerhÄalt-
nisse in H+

2 wider.

Worin liegt die SchwÄache des LCAO{Ansatzes vonx28.2?
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Abb. X.2: BeitrÄage der kinetischen Energie (T) und der potentiellen Energie (V ) zur
Gesamtenergie (E) fÄur H+

2 (1¾g) in LCAO{NÄaherung.

FÄur R ! 1 hat unsere NÄaherungsfunktion die richtigen Eigenschaften, d.h. sie
geht in H1s{Orbitale Äuber. Auch die berechnete Energie geht korrekt fÄur R ! 1
in die H1s{Energie (¡ 0:5 a.u.) Äuber.

FÄur R ! 0 (vereinigte Atome) ist dies anders. Es ist

lim
R! 0

Ã1¾g = lim
R! 0

1
q

2(1 + S)
(Áa + Áb)

FÄur R ! 0 wird S = 1 und Áa = Áb und damit

lim
R! 0

Ã1¾g = Á1s

Der Hamiltonoperator fÄur R ! 0 ist aber der des vereinigten Atoms, d.h. He+ .
Die tatsÄachliche Eigenfunktion fÄurR = 0 ist

Ã = N 0e¡ 2r
a0

statt
Á1s = Ne¡ r

a0

Diese Beobachtung legt sofort einen verbesserten Variationsansatz nahe, nÄamlich

~Ã1¾g = N+

³
~Áa + ~Áb

´
(28.23)

mit

~Áa = ~Ne¡
´ j~r ¡ ~R a j

a0 ´ = ´ (R) (28.24)
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Abb. X.3: BeitrÄage der kinetischen Energie (T) und der potentiellen Energie (V ) zur
GesamtenergieE . Links: LCAO{NÄaherung mit optimalem ´ . Rechts: exakte Rechnung.

Wenn der Exponent´ fÄur jedesR optimiert wird, kann sich die radiale Ausdehnung
der WF optimal einstellen, d.h. es ergibt sich

´ ! 1 fÄur R ! 1

´ ! 2 fÄur R ! 0

Der Ansatz (28.23,28.24) liefert eine wesentlich verbesserte Beschreibung der 1¾g{
WF von H+

2 . Es ergibt sich (in guter ÄUbereinstimmung mit Exp.)

experiment:

R0 = 1:06ºA R0 = 1:060ºA

D = 2:25eV D = 2:79eV

Abb. X.3 zeigt die Zerlegung der Energie fÄur diese verbesserte WFin kinetische
und potentielle Anteile, im Vergleich mit der vÄollig exakten Rechnung. Man sieht,
da¼ am GleichgewichtR0

T (R0) > T (R = 1 )

V (R0) < V (R = 1 )

ist, umgekehrt als in Abb. X.2. Die kinetische Energie des Elektrons in H+
2 ist

also grÄo¼erals die kinetische Energie im H{Atom.Der Energiegewinn beruht auf
potentieller Energie.

Abschlie¼end wollen wir den Zusammenhang mit einem allgemeinenTheorem,
dem sog.Virialsatz, diskutieren.
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FÄur ein Atom (nur Coulomb{WW) in einem stationÄaren Zustandj ª i lautet
der Virialsatz (s. z.B. Levine,x14)

2hTi = ¡ h V i (28.25)

mit
hTi = hª jTj ª i (28.26)

Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist gerade die HÄalfte des Erwartungs-
wertes der potentiellen Energie. Damit

E = hH i = hT + Vi

= hTi + hVi

= hTi ¡ 2hTi

= ¡ h Ti

(28.27)

FÄur MolekÄuleim stationÄaren elektronischen ZustÄanden bei festgehalten Kernen
(d.h. R ist Parameter) gilt der verallgemeinerte Virialsatz(s. z.B. Levine,x14)

2hTi + hVi + R @hH i
@R = 0 (28.28)

Am Gleichgewichtsabstand ist@hH i
@R = 0, und damit gilt wie in Atomen

E = hH i = ¡ h Ti (28.29)

Da E (R0) < E (R = 1 ) sein mu¼ fÄur chemische Bindung, mu¼ notwendigerweise

hTi R0
> hTi R= 1 (28.30)

sein. D.h. die kinetische Energie der Elektronen mu¼ zunehmen bei chemischer
Bindung!

Es ist zu beachten, da¼ der Virialsatz streng nur fÄurexakteWF gilt, nicht
notwendigerweise fÄur NÄaherungslÄosungen. Die Minimalbasis{LCAO{NÄaherung mit
´ ´ 1 ist eine grobe NÄaherung, und daher ist der Virialsatz verletzt (Abb. X.2).
Die LCAO{NÄaherung mit optimiertem ´ (R) erfÄullt dagegen den Virialsatz.

Man kann das Verhalten der kinetischen Energie im H+2 noch genauer analy-
sieren, indem man getrennt die Erwartungswerte vonTx ; Ty; Tz berechnet

hTx i =

*

¡
1
2

@2

@x2

+

; etc. (28.31)

Man ¯ndet (Kutzelnigg, l.c. ), da¼hTx i und hTy i relativ zum H{Atom zunehmen,
wÄahrendhTzi abnimmt. LÄangs der Bindungsachse ¯ndet also tatsÄachlich eine Er-
niedrigung statt, die Äuberkompensiert wird durch das Anwachsen der kinetischen
Energie senkrecht zur Bindungsachse (Kontraktion der WF durchVergrÄo¼erung
von ´ ).
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28.4 Angeregte ZustÄande von H +
2

Wir haben bisher die WW eines Protons mit einem H{Atom imn = 1 Grund-
zustand betrachtet. Wenn wir dies auf angeregte H{Atome erweitern, erhalten
wir energetisch hÄoher liegende MolekÄulorbitale, die angeregten ZustÄanden von H+2
entsprechen. Analog zu den LÄosungenÃ§ von sind diese Orbitale durch Linear-
kombinationen der Atomorbitale gegeben. Innerhalb der LCAO{NÄaherung ist es
zweckmÄa¼ig, die Atomorbitale, aus denen die MolekÄulorbitale entstehen, mit an-
zugeben. Unter BerÄucksichtigung der Raumspiegelungssymmetrie werden die re-
sultierenden MO's folgenderma¼en bezeichnet (siehe Abb. X.4 zurIllustration der
g,u{Symmetrie).

Atomorbitale MolekÄulorbital

1sa + 1sb 1s¾g 2MO's aus

1sa ¡ 1sb 1s¾¤
u 2AO's

2sa + 2sb 2s¾g 2MO's aus

2sa ¡ 2sb 2s¾¤
u 2AO's

2p(a)
z ¡ 2p(b)

z 2p¾g 6MO's

2p(a)
z + 2p(b)

z 2p¾¤
u aus

2p(a)
xy + 2p(b)

xy 2p¼u 6AO's

2p(a)
xy ¡ 2p(b)

xy 2p¼¤
g

Die Orbitale sindbindendbei konstruktiver Interferenz zwischen den Kernen (¾g; ¼u)
bzw. antibindendbei destruktiver Interferenz (¾u; ¼g). Die antibindenden Orbitale
werden oft mit einem Stern¤ gekennzeichnet.

Mit Hilfe dieser Orbitale kÄonnen wir komplexere zweiatomigeMolekÄule genauso
diskutieren wie wir komplexere Atome (He) diskutiert haben. FÄur heteronukleare
MolekÄule entfÄallt der g,u{Index.
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Abb. X.4: ¾ und ¼ Orbitale des
homonuklearen zweiatomigen Mo-
lekÄuls.
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29 Das H 2 MolekÄul

H2 ist das einfachste neutrale MolekÄul und ist daher grundlegendfÄur das VerstÄand-
nis der chemischen Bindung. Im H2 haben wir insbesondere erstmals die Bindung
durch ein Elektronenpaar (Elektronenpaar{Bindung, kovalente Bindung).

29.1 Die MolekÄulorbital{Beschreibung von H 2

Der erste und einfachste Schritt ist, den Hamiltonoperator anzuschreiben. Wir
beschrÄanken uns von vornherein auf die NÄaherung ¯xierter Kerne. Koordinaten:

Ĥ = ¡ 1
2
~r 2

1 ¡ 1
2
~r 2

2 ¡ 1
r a1

¡ 1
r a2

¡ 1
r b1

¡ 1
r b2

+ 1
r 12

+ 1
R (29.1)

Eine NÄaherungslÄosung der SchrÄodingergleichung

Ĥ ª = Eª

erhalten wir wie beim He{Atom dadurch, da¼ wir 2 Elektronen indas niedrig-
ste Orbital (1¾g) setzen. Dies ist die NÄaherung unabhÄangiger Elektronen. Wegen
des Pauli{Prinzips mÄussen die Elektronen antiparallelen Spin haben (S=0). Wir
bauen die Gesamt{WF des 2{Elektronensystems also aus MolekÄulorbitalen des
Einelektronensystems auf:

ª MO = Ã1¾g(~r1) Ã1¾g(~r2) 1p
2

f ®(1)¯ (2) ¡ ®(2)¯ (1)g (29.2)

Analog zum Grundzustand des He{Atoms. Im folgenden nehmen wir an, da¼Ã1¾g

die exakteWF des H+
2 {Problems und nicht die primitive LCAO{NÄaherung vom

vorangegangenen Abschnitt (um nicht die Fehler verschiedenerNÄaherungen zu
Äuberlagern).

ª MO ist exakte Eigenfunktion des Problems ohne Elektron{Elektron{WW, d.h.
des Hamiltonoperators

Ĥ0 = ¡
1
2

~r 2
1 ¡

1
2

~r 2
2 ¡

1
ra1

¡
1

ra2
¡

1
rb1

¡
1

rb2
+

1
R

Ĥ0 = Ĥ ¡
1

r12
Ĥ = Ĥ0 +

1
r12

(29.3)

Dies kÄonnen wir auch schreiben als

Ĥ0 = ĥ0(1) + ĥ0(2) ¡ 1
R (29.4)
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wobei
ĥ0 = ¡ 1

2
~r 2 ¡ 1

r a
¡ 1

r b
+ 1

R (29.5)

der Hamiltonoperator des H+
2 {Problems ist.

Es sei nochmals betont, da¼ \Paarung der Spins" in (29.2) nichteine Folge der
WW der Spins ist, sondern eine Konsequenz des Pauli{Prinzips. Eine Singlett{
Spinfunktion (antisymm.) ist die einzige MÄoglichkeit um beide Elektronen in das
energetisch gÄunstigste 1s¾g{Orbital zu bekommen.

Die einfachste AbschÄatzung des E®ekts der Elektron{Elektron{WW ist (wie
beim He{Atom) StÄorungstheorie. Die Grundzustandsenergie in 1. Ordnung StÄorungs-
theorie ist

E (1)
0 = 2E0

³
H +

2

´
¡ 1

R +
R

d¿ª ¤
MO

1
r 12

ª MO (29.6)

Dabei ist E0

³
H +

2

´
die (exakte) Grundstands{Energie von H+2 (abhÄangig vonR).

Wenn man E (1)
0 berechnet und das Minimum als Funktion vonR aufsucht,

erhÄalt man

R0 = 0:850ºA D = 2:681 eV

Die tatsÄachlich Werte fÄur das H2-MolekÄul sind

R0 = 0:740ºA D = 4:75 eV

Wie erwartet sind die Zahlenwerte (insbesondereD) nicht genau, da 1
r 12

keine
kleine StÄorung ist und StÄorungstheorie 1. Ordnung daher nicht ausreichend ist.
Dennoch wird die chemische Bindung in H2 wenigstens im Prinzip erklÄart.

Der Ansatz (29.2) fÄur ªMO und die StÄorungstheorie (29.6) sind von pÄadagogi-
schem Interesse, weil wir auf einfachste Weise eine Vorstellung von der Struktur der
H2-Wellenfunktion bekommen. FÄur die praktische Anwendung hatdie StÄorungs-
theorie nach 1

r ij
keine Bedeutung. Stattdessen benutzt man dieVariationsmethode

zur Konstruktion approximativer Mehrelektronfunktionen.

Die MO{Wellenfunktion (29.2) ist noch nicht die bestmÄogliche Grundstands{
WF im der NÄaherung unabhÄangiger Elektronen. Wir hatten jaÃ1¾g fest vorge-
geben. Wenn wir (29.2) alsVariationsansatz betrachten, dann kÄonnen wirÃ1¾g

so optimieren, da¼ sich die tiefste Energie von H2 ergibt (bei festenR). Dies ist
analog zu unserer Variationsbehandlung des He{Atoms. Wir hatten dort gesehen,
da¼ die Optimerung des Exponenten vonÃ1s eine akzeptable Beschreibung des
He{Grundstandes liefert.

Im Falle von MolekÄulen benutzt man zweckmÄa¼ig einen LCAO{Ansatz fÄur die
MolekÄulorbitale und variiert Exponenten sowie die Koe±zienten der Linearkombi-
nation. (Theorie des selbstkonsistenten Feldes, Hartree{Fock{Theorie).
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FÄur H2 liefert der MO{Variationsansatz einen sehr guten Wert fÄurR0. Aller-
dings beschreibt der MO{Variationsansatz das Dissoziationsverhalten (R ! 1 )
falsch.

29.2 Die Heitler{London{NÄaherung

Es ist instruktiv, die MO{WF (29.2) etwas genauer zu analysieren. Wir benutzen
dazu zusÄatzlich die LCAO{NÄaherung fÄur das H+

2 {Orbital

Ã1¾g = 1p
2+2 S

(Áa + Áb) (29.7)

Der Raumanteil von ª MO wird damit

ª (R)
MO = Ã1¾g(~r1) Ã1¾g(~r2) =

1
2 + 2S

[Áa(1) + Áb(1)] [Áa(2) + Áb(2)]

ª (R)
MO = 1

2+2 S f Áa(1)Áa(2) + Áb(1)Áb(2) + Áa(1)Áb(2) + Áa(2)Áb(1)g (29.8)

Interpretation:
Áa(1)Áa(2): beide Elektronen am Kerna : H¡ H+

Áb(1)Áb(2): beide Elektronen am Kernb : H+ H¡

Áa(1)Áb(2) und Áa(2)Áb(1): je im Elektron an jedem Kern : HH

Man nennt:H¡ H+ bzw. H+ H¡ : ionische Terme
HH :kovalente Terme

Die MO{WF enthÄalt also ionische Terme und kovalente Terme mitgleichem Ge-
wicht. Die ionischen Term haben aber hohe Energie: die Ionisierungsenergie vonH
(13.6 eV) ist wesentlich grÄo¼er als Elektronena±nitÄat vonH (0.75 eV) (es ist also
energetisch ungÄunstig, beide Elektronen an ein Proton zu setzen).

Es ist daher naheliegend, die ionischen Terme wegzulassen, und fÄur den Raum-
anteil direkt anzusetzen:

ª (R)
HL = N f Áa(1)Áb(2) + Áa(2)Áb(1)g (29.9)

Dies ist dieHeitler{London{WF des Wassersto®molekÄuls. Der Spinanteil ist weiter-
hin die antisymmetrische Singlett{Funktion, da (29.9) symmetrisch ist bezÄuglich
Permutation 1 $ 2.

ª HL = N f Áa(1)Áb(2) + Áa(2)Áb(1)g 1p
2

f ®(1)¯ (2) ¡ ®(2)¯ (1)g (29.10)

Berechnung der Energie

E (HL )
0 =

Z
d¿ª HL ¤ Ĥeª HL

und Aufsuchen des Minimums bezÄuglichR liefert
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experimentell :

R0 = 0:869ºA R0 = 0:740ºA

D = 3:140 eV D = 4:75 eV

Diese Zahlenwerte sind tatsÄachlich wesentlich besser als die Ergebnisse mit der
MO{Wellenfunktion mit dem primitiven LCAO{Ansatz (29.7). Di e HL{WF liefert
immerhin 70% der Dissoziationsenergie.E (HL )

0 hat auch das korrekte Dissoziati-
onsverhalten (R ! 1 ).

Die ionischen Terme ganz zu unterdrÄucken ist jedoch eineÄUbertreibung. Ein
noch besserer Ansatz ist, die ionischen Terme mit einem Faktor¸ zu optimieren
(d.h. ¸ ist Variationsparameter). Eine optimierte Beimischung der ionischen Terme
zu den kovalenten Terme fÄuhrt dann zu noch besseren Werten fÄur R0 und D.

Obwohl die MO{NÄaherung bei H2 schlechter aussieht als der Heitler{London{
Ansatz, ist sie von grÄo¼erer allgemeiner Bedeutung. Das Konzeptder MO{NÄahe-
rung lÄa¼t sich logisch klar und praktisch problemlos auf allgemeine MolekÄule an-
wenden. Korrekturen dazu kÄonnen systematisch berechnet werden (StÄorungstheo-
rie bezÄuglich Elektron{Elektron{WW oder Kon¯gurations{WW (CI)).

Die Verallgemeinerung des Heitler{London{Ansatz hei¼tValenz{Bond{Methode
(VB). Sie soll hier nicht weiter diskutiert werden.


