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1 Klassische Mechanik

Die "klassische Mechanik", die in inren AnfAngen auf Galilei ehNewton zurAick-
geht, beschreibt die Bewegung von Massenpunkten unter dem EiZavon KrAften.

In der einfachsten Form lautet dieNewtonsche Bewegungsgleichung

m x{t) = K (x) (1.1)
Dabei ist
e, d?Xx
i (1.2)
K(x) = j & (1.3)

x(t) ist die Position des Massenpunktes (in einer Dimensioni(t) die Geschwin-
digkeit, S?I(t) die BeschleunigungK ist die auf den Massenpunkt wirkend&raft .

Gleichung (1.1) ist eineDi®erentialgleichung2. Ordnung. Durch LAsung dieser
Di®erentialgleichung kann marx(t) berechnen, wenn zu einer Anfangszeit= 0
der Ort x(0) und die Geschwindigkeitf(n(O) gegeben sind. Damit ist | zumin-
dest im Prinzip | die Bewegung des Systems zu allen Zeitert > 0 bestimmit.
(EinschrAnkung: Chaos)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist ausreichend, um die Bawggvon
Massenpunkten zu beschreiben, die Aiber KrAfte miteinandexchselwirken. Dane-
ben gibt es alternative Formulierungen der klassischen Mechknz.B. den Lagrange-
Formalismus und den Hamilton-Formalismus.

Die Hamiltonische Formulierung der klassischen Mechanik ist fAr uns
von Interesse, weil die sogHamiltonfunktion f&ir den ®bergang von der klassi-
schen Mechanik zur Quantenmechanik eine wichtige Rolle spiélVir wollen die
Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik ganz kurslditieren.

Betrachten wir wieder den einfachsten Fall eines Massenpunkteler sich IAngs
der x-Achse bewegen kann, mit dem PotentiaV/ (x). Die Energie dieses Systems
ist

— - my 2:i 2 it =
> = 2mx(t) 2mp mit p = mv (Impuls)

Epot = V(x)

Die Gesamtenergie nennen wir dielamiltonfunktion

H = BO% 4+ v(x(t) = H(Xp) (1.4)

2
2m

Wir kAnnenH formal als Funktion der Variablenx; p au®assen.
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Der Energieerhaltungssatbesagt, davs

M =0 (1.5)

Es ist

dH _ @R, @H.  QH

dt @ @X |@_}t

0

@H p ¢

— = — = V = X

@p m

@H 0

ox- VW
Eingesetzt:

dd—:' = fp + VO(x)x

B+ VX = 0
Die Gleichung ist fAr allet erfAillt, wenn
p+ V'(x)=0
mx+ V°(x) =0

mx =i V(x) = K(x) (1.6)

Wir haben also aus dem Energieerhaltungssatz die Newtonsche Bgwagsglei-
chung erhalten.

Die Gleichungen

¢_@H
X= @p
¢
ip= 9" (1.7)
— @H
0= %

hei%en didHamiltonschen Bewegungsgleichunge®ie sind, wie wir gezeigt haben,
Agquivalent zur Newtonschen Bewegungsgleichung. Blamiltonfunktion H (x; p; t)
charakterisiert das Problem vollstAndig.

Die klassische Mechanik spielt in der modernen theoretischen @fie neben der
Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Sie ist die Basis der sddplekulardynamik
Darunter versteht man die Beschreibung der Bewegung der Atonire MolekAilen,
Polymeren, FlAissigkeiten und FestkArpern in dem Potentialvelches durch die
Elektronen bestimmt wird. Die Bewegung der (relativ) schwereAtome wird dabei
klassisch behandelt, wAhrend fAir die Bewegung der viel leécan Elektronen die
Quantenmechanik gilt.
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2 Das Bohrsche Atom{Modell

Um die Jahrhundertwende 1900 gab es eine Reihe von Beobaclgtem, die mit der
klassischen Mechanik und klassischen Elektrodynamik nicht komjdael waren.

Dazu gehArten unerwartete Eigenschaften von Strahlung (Hodum{Strahlung:
Plancksches Gesetz, Compton{E®ekt, photoelektrischer E®ektlie wir hier aus
ZeitgrAinden nicht diskutieren werden. Aber auch die MaterigAtome) hatte un-
erklArliche Eigenschaften. Essentiell fAir die weitere Entklung waren die Streu-
versuche von Rutherford ®{Teilchen an Atomen) und die Atomspektren.

Das erste einigerma¥sen richtige Modell eines Atoms stammt vomitRerford
(1911). Durch Streuung vor®-Teilchen fand er, da¥. das Atom aus einem punktfArmi-
gen positiv geladenen Kern und einer negativ geladenen, eighsweise ausge-
dehnten @ ¥ 1A = 107 8 cm) HAllle besteht. In Rutherfords Modell besteht die
HAlle ausZ (leichten) Elektronen. die um den (schweren) Kern der Ladunge
kreisen, in Analogie zu einem Planetensystem (Coulomb{WW statt avitation).

Ein gravierendes Problem bei diesem Modell besteht darin, d&abilitAt von
Atomen zu erklAren. Das isolierte Mikroplanetensystem wArsvar mechanisch
stabil, nicht aber elektromagnetisch stabil, da bewegte Ladgen strahlen und
damit Energie abgeben (Beispiel: Synchrotron). Die Elektreen wAirden solange
Energie abstrahlen, bis sie in den Kern stAirzen. Eine AbschAtguergibt eine
Lebensdauer von 10 sec. Ein weiteres Problem ist die StabilitAt vom Atomen bei
StAYsen untereinander (WArmebewegung). Im Rahmen der kia$sn Mechanik
und Elektrodynamik ist dies nicht zu erklAren. Bohr (1913Man mu¥4 die Gesetze
der Mechanik Andern!

Ein wesentlicher Schritt zur LAsung dieses Problems und zurnEhrung der
spAteren Quantenmechanik wurde von Bohr (1913) getan. Bostellte folgende
Postulate auf:
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1. Ein Elektron in einem Atom bewegt sich unter dem Ein°u¥ der @domb{
WW in einer Kreisbahn um den Kern. Es folgt dabei den Gesetzen e
klassischen Mechanik.

2. Im Gegensatz zu den unendlich vielen Bahnen, die in der klasdien Me-
chanik mAglich wAren, kann sich das Elektron nur in Bahnerelegen, fA
die der DrehimpulsL ein ganzzahligen Vielfaches vor = % ist. h ist das
Plancksche Wirkungsquantum K = 6:626¢10 3* Js).

=

3. In solchen erlaubten Bahnen strahlt das Elektron nicht (obahl es eine be
schleunigte Ladung darstellt). Die totale Energie des Atomssi damit kon-
stant (sog. stationAre Bahnen).

4. Elektromagnetische Strahlung wird emittiert, wenn ein Edktron von einer
erlaubten Bahn (EnergieE;) zu einer anderen erlaubten Bahn (Energi&;)
wechselt. Die Frequen? der emittierten Strahlung ist geben durch

hO:Eii Es:

Diese Postulate de nieren daBohrsche Atommodell . Man beachte, da¥s die
Postulate 2{4 in krassem Gegensatz zu den damals bekannten Gesetder Physik
stehen. Dennoch wird teilweise von den klassischen Gesetzen Gebinagemacht
(Coulomb{WW, Zentrifugalkraft). Die BeschrAnkung des Dreimpulses (oder an-
derer GrAYsen) auf ganzzahlige Vielfache einer KonstantenYteQuantisierung.
Im Bohrschen Atommodell wird der Drehimpuls quantisiert. (Phnck und Einstein
hatten die Energie der elektromagnetischen Strahlung quasiert.)

Die Berechtigung der Bohrschen Postulate lag zunAchst nur inrem Erfolg,
d.h. der ErklArung von Experimenten.

Wir betrachten ein Einelektronenatom(H, He™, etc.). Atomkern der Ladung
Ze plus ein Elektron in einer Kreisbahn um den Kern. Wir betrachén den Kern
als unendlich schwer (gute NAherung selbst fAir Wassersto®). DerrKist damit
im Raum xiert, das Elektron kreist um den Kern.

Die Gleichgewichtsbedingungoulomb{Kraft = Zentrifugalkraft, ist

1 Zé? mv?2
A 12 (2.1)
(7%, 1 123
Coulomb-Kraft Zentrifugal-Kraft
Der Drehimpuls des kreisenden Elektrons ist
L = mvr = pr (2.2)

(Impuls £ Abstand). Die Quantisierungsbedingungst (Postulat 2)
mvr=n~, n=1;23::: (2.3)
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Wir bestimmen darausv und setzen es in (2.1) ein

n~

V= —

mr
1 Ze*  mn??
A% 12 mar3

1 n2~2

ze*= ——

4543 mr

ro= 4% 0% n=1;2,3::: (2.4)

Dies sind dieRadien der erlaubten BahnenFAr n = 1 erhalten wir
ry =0:53A=5:3£ 10 *m (1A =10'm)
Dies ist der sogBohrsche Radius (die LAngeneinheit in atomaren Einheiten).

Die Geschwindigkeit ist

vz N~ 1 mzZe?
"7 m 4Y.3 n2-2
1 Ze?

4% n~ (2:5)

Vy =

Wir kAnnen nun dieEnergie in den erlaubten Bahnemusrechnen. Die potentielle
Energie im Coulombfeld ist

B 1 Zze?
g,
Die kinetische Energie ist (mit(2.1))
1 1 1 ze 1
2™ T 2 T, T 2
Damit
1 1 Zze?
E=T+V=2V=j
2"~ Vg o,
En= (42230)25;2”% n=1;2,3::: (2.6)

Die Energie ist also quantisiert und die Energieniveaus sinch n%

Die Quantisierung erklArt die StabilitAt der Atome. Da di€nergie von StAYsen
normalerweise klein ist gegen die E,,, sind keine®bergAnge mAglich.

Abb. 1.1 zeigt das Energie-Schema:
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Wir kAnnen nun die@bergangsenergielbestimmen. Sie sind gegeben durch Di®e-
renzen zwischen Energieniveaus:

" #
2
(4¥23)% 2~ ng = n;
ho=Rz2 3 & (2.7)
f i

mit |R = W”z%e; Rydberg{Konstante = (Dimension Energie) R = 13:67 eV

Das Spektrum des H-Atoms wurde experimentell bereits frisheermessen. Es |AYat
sich klassi zieren in Serien (Liniengruppen), die Lyman, Balnig Paschen usw.
genannt wurden. Die Energien ergeben sich aus (2.7), wenn manfestlegt:

ns =1 : Lyman{Serie
ns =2 : Balmer{Serie
ns = 3 : Paschen{Serie

Abb. 1.2 zeigt die BberghAnge und das resultierende Linienspektrum. Die For-
mel (2.7) erwies sich als au¥erordentlich genau (die Korrelgn kommen von der
endlichen Masse des Atomkerns; man mu¥. e®ektive Masse einfAhBarauf be-
ruhte der gro¥%e Erfolg des Bohrschen Atommodells. Allerdingsnkibe das Modell
die Spektren komplizierterer Atome (z.B. neutrales He) nigterklAren. Dies gelang
erst nach SchrAdingers und Heisenbergs Entwicklung der "igien" Quantenme-
chanik zusammen mit Paulis Ausschlie¥aungsprinzip.

Das Bohrsche Modell und seine Erweiterungen insbesondere dusdmmerfeld
(elliptische Bahnen) wurde als die alte Quantentheorié bekannt. Diese konnte
bestimmte Erscheinungen exakt wiedergeben, andere Abenptanicht. Heute hat
die alte Quantentheorie nur noch historische Bedeutung.
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Abb. I.1: Energieniveau{Schema des Wassersto®atoms
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Abb. I.2: Energieniveau{Schema und radiative Aberg,émge im Wassersto®atom
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3 Materie{Wellen

Aus dem Compton{E®ekt (RAntgenlichtstreuung an ElektronerGompton 1923),
dem photoelektrischen E®ekt (Einstein 1905) und indirekt aused Planckschen
Strahlungsformel (Planck 1900) folgt, da¥% Strahlung Teileheigenschaften besitzt.
Das Lichtteilchen ist dasPhoton. Louis de Broglie postulierte 1924 die Existenz
von Materie{Wellen, d.h. da¥s analog zum Photon auch die Bewegung von Materie-
teilchen (Elektronen, Atome, etc.) durch die Fortp®anzung wn Wellen beschrieben
werden kann.

Nach de Broglie sollen fAir Licht und fAr Materie die fundam&en Beziehun-
gen gelten

E = h° (3.1)
p=" (3.2)

(3.1) ist die Einsteinsche Formel die dem Licht der Frequenz® die EnergieE
des Photons zuordnet. (3.2) setzt den Impuls des Photons in Behung zur Wel-
lenlAnge, der Strahlung.

Angewandt auf Materie, ergibt sich fAir Materieteilchen die ggnanntede Broglie{
WellenlAnge

(3.3)

h
> P

Die de Broglie{WellenlAnge ist also umso kAirzer, je grAYiesséaund Geschwin-
digkeit des Teilchens.

Zwei Beispiele:
1. Ein Fu¥ball (Masse = 1kg) mit der Geschwindigkeit = 10

. =6;6£ 10 A
(1A= 107 °m ¥4 Atomdurchmesser)

2. Ein Elektron mit der kinetischen Energie 100 eV:

L =1:22 (3.4)

FAr makroskopische KArper ist also extrem klein und unme¥bar. FAr mittelener-
getische Elektronen ist, dagegen in der GrAYsenordnung von Atomdurchmessern
und Gitterkonstanten.

Elasser (1926) hatte als Erster die Idee, da%a man die Materiderldurch Beu-
gung an Kristallen beobachten kAnnte, analog zur BeugungrnvBAntgen{Strahlen.
Diese Vermutung wurde durch Experimente von Davison und Germand Thomas
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Photographic
plate
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of x rays
or electrons

Crystalline
film

Abb. 1.3: Debye{Scherrer{Beugungsexperiment von RAntgestrahlen (links) und Elek-
tronen (rechts).

(1927) glAnzend bestAtigt (Beugung von Elektronenstrahlgeeigneter Energie an
Kristallen).

Abb. 1.3 zeigt im direkten Vergleich die Beugungsbilder von &#figen{Strahlen
und Elektronen an Kristall{Pulver (sog. Debye{Scherrer{Metode).

Abb. 1.4 zeigt RAntgen- und Neutronen{Streuung an einem Nal{Bkristall.

Die Wellennatur bei der Ausbreitung im Raum gilt fAir alle Mateeteilchen,
nicht nur fAr Elektronen. In jAingster Zeit wurde sie z.B. iliCgo{MolekAile nach-
gewiesen (Zeilinger, Wien).

Das Konzept der Materiewellen erlaubt eine einfache Interptation der ur-
sprAinglich mysterifsen Bohrschen QuantisierungsbedingungAtom:

L =n~:
FAr ein Elektron auf einer Kreisbahn ist

L = mvr = pr
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Abb. 1.4: Oben: Beugung von RAntgenstrahlen an einem Nal Eikristall.
Unten: Beugung von Neutronen an einem NaCl Einkristall.
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Mit de Broglie's Beziehung

h
p= -
wird
Y5t _
2174I’
- = n

5

(35)

D.h. der Kreisumfang einer erlaubten Bahn mu¥%s eganzzahliges Vielfaches der
WellenlAngesein. Das ist die Bedingung fAir die Ausbildung von stehenden Vel
Wenn 2v.r6 n_ , interferieren die Wellen, soda¥s die mittlere Amplitude Null ird.
Wir sehen also, da¥ das Konzept von der Wellennatur der Mateaetomatisch
zur Quantisierung (des Drehimpulses) fAihrt.

Die historische Entwicklung der Quantenmechanik aus der klasshen Mecha-
nik ist sehr interessant, kann aus ZeitgrAinden hier aber nichiebandelt werden.
Wie Sie vermutlich wissen, hat die Quantenmechanik zu einerefgreifenden Re-
volution des physikalischen Weltbildes gefAihrt mit wichtign naturphilosophischen
Konsequenzen (Stichwort: Determinismus). Diese Aspekte kAnnkier ebenfalls
nicht diskutiert werden. Interessenten sei empfohlen:

M. Jammer, The Conceptual Development of Quantum Mechanjcs
McGraw{Hill, USA, 1966

M. Jammer, Philosophy of Quantum Mechanigs
Wiley, New York, 1975.

Wird werden hier, wie in den meisten LehrbAichern der Theoisthen Chemie,
einen pragmatischen Zugang wAhlen. Die Quantenmechanikovilurch einige we-
nige Postulate eingefAihrt, die nicht weiter begrAindet waen. Wie die Theorie
\funktioniert”, sehen wir dann anschlie¥send bei der Anwendungué einfachste
atomare und molekulare Systeme.
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4 Die Postulate der Quantenmechanik

Anders als in der klassischen Mechanik, wird ein quantenmechsches System
nicht durch Angabe der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilen beschrieben.
Ein quantenmechanisches System wird stattdessen durch eidastandsfunktion
(oder auchWellenfunktion) beschrieben:

1.Postulat (Zustandsfunktion):
Ein quantenmechanisches System wird durch eine Funktion @ bekdeben, die von
den Koordinaten aller Teilchen und der Zeit abhAngt. FAiire Teilchen:

a( x;y;z;1)

a ist eindeutig und stetig. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumenele+
ment dx dy dz an der Stellex;y;z zu nden ist

W (x;y; z;t) dxdy dz= j3( x;y;z;t)j* dxdy dz (4.2)

ErlAuterungen:
(i) Verallgemeinerung auf Systeme mit vielen Teilchen ist o®sichtlich:

a=3( Xq;Y1;21,X2;Y2: 22,0115 b)
Mit 0 1
Xj
fi = %@Yig
Z

kAnnen wir auch schreiben:

(ii) @ ist i.a. eine komplex{wertige Funktion. Die Zustands- bzw. Wellenfunk-
tionen 2 sind Elemente eines Vektorraums. Wir scheiben deshalbuah j2 i
(siehe Mathematikvorlesung und Kapitel 20). Das entsprecheadSkalarpro-
dukt auf dem Vektorraum ést gegeben durch

heja i = dxdydz@°(x;y;z)3( x;y;2): (4.2)

Im Unterschied zur Wellenfunktion 2 ist die Funktion
W=jaj2 a®ma 0 (4.3)

5

reell und positiv de nit. W ist eine Wahrscheinlichkeitsdichted.h. gibt die
Wahrscheinlichkeitsverteilung, das Teilchen im Raum zu nden

Integration von W Aiber den Raum gibt die Gesamtwahrscheinlichkeit, die 1
sein mu¥a Z z z z
dBrw ()~  dx dy dzW(xy;z)=1 (4.4)
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(i) Die Quantenmechanik (QM) liefert eine Wahrscheinliclkeitsbeschreibung,
auch fAir ein einzelnes Atom oder MolekAN = j2 j2 reprAsentiert eine Viel-
zahl von Messungen an identischen Systemen. Jede Messung lieferere
bestimmen Ort x;y;z. W beschreibt die HAu gkeitsverteilung. Der Aus-
gang einer einzelnen Messung ist dagegen unbestimmt (Indetemmmus).
Die HAu gkeitsverteilung ist dagegen exakt durch die Gesetzerd@M (s.u.)
gegeben. Eine genauere Beschreibung ist prinzipiell nichogiih.

(iv) Die Funktion 2( +;t) hat Welleneigenschaften, daher der Name \Wellenfunk-
tion". Ein Elektron ist auch in der QM ein punktfArmiges Teithen. Lediglich
seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum ist ausgedehnt undah Wel-
lencharakter.

2.Postulat (Observablen):

Jeder messbaren GrAYse (ObservablEnist ein OperatorF zugeordnet. Man erh,éﬂt
F, indem man im klassischen Ausdruck (x; py;t) die Ersetzung

! —— (4.5)

durchfAihrt. p, ist der zu x gehArige Impulspy = mX.

ErlAuterungen:
(i) Begri® des Operators (*fAr Operatoren):
Ein Operator transformiert eine Funktion auf eine andere Fuktion

AF (x) = g(x)
(Abbildung im Raum der Funktionen)

Analog: Funktion: y = f (x): Abbildung im Raum der reellen
oder komplexen Zahlen

Beispiele:

a) R3( x) = x&( x) ~ ¥ x) : neue Funktion, durch Multiplikation von 2( x) mit
x: multiplikativer Operator.
b)
~d ~da ~ 0
a - ___ @ o __ 7 _a
BA0= 70 T 7 W
(Di®erentialoperator)

2

c) kinetische Energief, = -2

A A !
17-d " ~d 22y
a = R o a - - . __a
(%) 2 idx idx (X)=i omdx2 ' 2m (x)
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d) ~ ist eine universelle Naturkonstante

_h
T 2Y
h :Plancksches Wirkungsquantum
h =6:6251%10 ** Jsec
= 4:135410 ** eVsec

(Energief Zeit = Wirkung)

~

Bisher haben wir nur abstrakte mathematische Konzepte, nAmii Zustands-

funktion und Operatoren eingefihrt. Der Zusammenhang mited RealitAt (Mes-
sungen) wird durch das 3. und 4. Postulat hergestellt.

3. Postulat (Erwartungswert):

Der Mittelwert (Erwartungswert) einer physikalischen Observalen F fAir ein Sy-
stem in Zustand 2 ist

D E Z

F o= dx:::2%(x:) Fa(x::) (4.6)

ErlAuterungen:

(i) Jede einzelne Messung wird einen bestimmten Wert fAr die MegrAYiE
liefern, aber die Quantenmechanik macht dafAir keine Vontsage. Wie man

sieht, ist aber der Mittelwert der Messungen durch die Zustandsfltion
eindeutig festgelegt.

D E
(i) F als physikalische MevigrdYse muvs reell sein; wir werden daraufckur
kommen.

4 Postulat (MeYawerte):

Jede einzelne Messung der Observabl&nkann nur einen der Eigenwertd; des
OperatorsF liefern, deniert durch

|£©i = fi©i: (47)

Die © sind die Eigenfunktionen vonF.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observabl&nan einem System in
Zustand 2 den Eigenwert f; zu nden, ist gegeben durch
2 2
Wi = = dxdy dz©}(x;y:2)3( x;y;2)- = jheij2 ij *:

(4.8)

ErlAuterungen:
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() Auf die mathematische De nition von Eigenwerten und Eigenfinktionen von
Operatoren gehen wir spAter noch ein.

(i) Wie wir an Beispielen sehen werden, sind die Eigenwertg in der Regel
diskret. Die Messung kann also nur bestimmte diskrete Werte liefer die
MeY.grAY4E ist quantisiert. Dies ist der Ursprung der Bezeichnung \Quan-
tenmechanik".

(iii) Postulat 3 und 4 hAngen zusammen und ergAnzen sich. Pdatu legt fest,
welche Resultate bei einer Einzelmessung mAglich sind. PostiBamacht
eine Aussage Aiber den Mittelwert aller Messungen.

Mit dem Postulat 3 und 4 kAnnen wir den Ausgang von physikalischéves-
sungen vorhersagen, wenn die Zustandsfunktion gegeben ist. Batf@och

geliefert.

5.Postulat (SchrA@dingergleichung)
Die Zeitentwicklung der Zustandsfunktion ist durch die Di®erdralgleichung

-
~ et A (4.9)

bestimmt. Dabei ist

H="1+%¥ (4.10)

der Hamiltonoperator (Operator der Energie) des Systems.

ErlAuterungen:

2

() Da B = ; m% + ::: Ableitungen nach Ortskoordinaten enthAlt, ist die
SchrAdingergleichung eingartielle DGL: erster Ordnung in der Zeit, zweiter
Ordnung in den Ortsvariablen.

(i) FAIr ein isoliertes quantenmechanisches System ist die Egie und damit
K zeitunabhAngigWenn ein quantenmechanisches System von au:en zeit-
abhAngig gestArt wird (z.B. durch zeitabhAngiges elektragnetisches Feld),
wird H zeitabhAngigh = K (t).

Aus diesen 5 Postulaten I1AYst sich der gesamte Formalismus der Qeante-
chanik entwickeln. Der logische Ursprung und die Richtigkeiter Postulate ist bei
dieser Art der Darstellung zunAchst natAirlich unklar. Anstatt @& Postulate zu
motivieren, werden wir durch Anwendung des Formalismus aufrdachste atomare
Systeme zeigen, da¥ die Quantenmechanik die RealitAt Ketrtgeschreibt.

Zusammenfassung der Postulate:
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Die Quantenmechanik ist eine neue Art von physikalischer Theeri grundsAtz-
lich verschieden von der klassischen Mechanik.

klassische MechanikDas System wird beschrieben durch(t); g (t) aller Teilchen.
Quantenmechanik Das System wird beschreiben durch eine Zustandsfunktion

von Messungen. Der Ausgang einer einzelnen Messung bleibt unbesttminsbe-
sondere legt 2(t) nicht die Orte und Impulse aller Teilchen zur Zeitt fest.

An die Stelle der Newtonschen Bewegungsgleichutriit die SchrAdingerglei-
chung Das praktische Problem ist die LAsung der SchrAdingerdheing fAr gege-
ben Hamiltonoperator H. Wenn 2( t) gegeben ist, ist es einfach, die Observablen
(MeYawerte) zu berechnen.
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5 Der mathematische Formalismus der Quanten-
mechanik

5.1 Rechnen mit Operatoren

Der Begri® des Operators macht erfahrungsgemAy, dem AnfidigeyrAYiten Schwie-
rigkeiten. Wir werden uns daher zunAchst mit De nition, Eigaschaften und Re-
chenregeln von Operatoren befassen.

Ein Operator wirkt auf eine Funktion und ordnet ihr eine neueFunktion zu,
d.h. De nitionsbereich sind Funktionen, der Wertebereichsind Funktionen:

Af (x) = g(x)
Beispiel: A = % (Di®erentialoperator)
f (x) = sin x
g(x) = cosx

d.h. f (x) = sin x wird auf g(x) = cosx abgebildet.
Rechenregeln f&r Operatoren:

De nition der Summe von Operatoren

1A+ |§, f(x) = Af (x) + Bf (x) (5.1)

Die Summe von Funktionen auf der rechten Seite ist de niert; adhurch ist A+B
de niert.

Produkt von Operatoren

ABf (x) = /QQB\f (x), (5.2)

HintereinanderausfAihrung, von rechts nach links gelesen.
Beispiel:

d _ 0 _ 0
kd—xf (x) =xf (x) = xf (x)
d

SR)= S0 00)= 100+ X ()

Die Anwendung vonx‘Z liefert ein anderes Ergebnis alg-®.
FAr Operatoren gilt also im allgemeinemicht das Kommutativgesetz

AB 6 BA im allgemeinen
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Eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik (QM) spielt der Kmmmutator:
De nition: h o

AB = AB; BA (5.3)

h o
Wenn A;B =0, dann ist AB = BA: die Operatorenkommutieren
Obiges Beispiel:

R I1001 8 (0= 011001 0= 1109
a’
k& =i1

Der Einheitsoperator? ist deniert durch
Fx)=f(x) fArallef(x):

R und . kommutieren also nicht.
FAr d|e Operatormultiplikation gilt das Assoziativgesetxs. Gbungen)

A BE = AB & (5.4)
Die Potenzeines Operators ist de niert durch mehrmalige Anwendung, z.B.
A d l, of
Sotw= S8 S

Die in der QM auftretenden Operatoren haben spezielle Eigehsdten. Ein
wichtiger Begri® ist der dedinearen Operators
De nition:
Ein Operator A ist ein linearer Operator, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:

N

A (x)+ gx) = Af (x) + Ag(x) (5.5)
A (cf(x)) = cAf (x)  (c=komplexe Zahl) (5.6)

Beispiel 1: (f (x) + (x)) = £°(x) + g’(X)
dX d (cf (x)) = cf "(x)

ist ein linearer Operator.

Beispiel 2: cosf((x) + g(x)) 6 cosf (x) + cosg(x)
cos (f (x)) 6 ccos { (x))
cos() ist ein nichtlinearer Operator.

Alle Di®erentialoperatoren und multiplikativen Operatorensind linear. In der QM
haben wir nur mit linearen Operatoren zu tun.
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FAr lineare Operatoren gilt dadDistributivgesetz
R+ B G- AC+BE 5.7)
AB+C = AB+AC 5.8)

Ein weiterer wichtiger Begri® ist der deshermiteschen Operators . Nach dem
3. Postulat ist der Erwartungswert eines Operator$- gegeben durch

DE Z
F = dx A°(x)FA(X)

D E _
F  muss reell sein, d.h.

Z 3 .
P = dxAx) PAKX)

Der Operator F mu¥ also, fAir beliebige(x), folgende Bedingung erfAillen

R ACOPAC) = dx AX) PAKX) (5.9)

Operatoren, die diese Bedingung erf@illen, hei%emekmitesch (nach Hermite,
franz. Mathematiker)

In der Quantenmechanik haben wir es mit linearen und hermisehen Operato-
ren zu tun. Man kann leicht zeigen, da¥. fAir hermitesche Opteran allgemeiner

gilt

R A2 0PAG) = R dx PAGK) “AX) (5.10)

Einige SAtze Aber hermitesche Operatoren

Die Summe zweier hermitescher Operatoren ist hermitesch.

Das Quadrat eines hermiteschen Operators ist hermitesch.

Dagegen ist das Produkt zweier hermitescher Operatoren i.aicht hermitesch.

(Bbung)

Beispiele fAr hermitesche Operatoren:

a) R ist hermitesch:
z N z N N
dxA"(X)XA(x) =  dx(xA(x))"A(x) dax reell ist

O®ensichtlich de niert jede reell{wertige FunktionF (x) einen hermiteschen
Operator.
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b) p= L ist hermitesch:

z _ _Z ~
linke Seite: dxA“.—EA: -~ dxA"d_A
izdX dx x
Z o tod. <7 TR T
rechte Seite: dxA ——A =i - dxA —
i dx | dx

Um die Gleichheit der rechten Seiten zu zeigen, flhren wimei partielle
Integration durch nach der Formel:

70 7b
uv'dx = uvjS i  u'vdx
a a
4 % 4 %
CdR L die
dxA"— = A"Aj] dx——A
. dx i . dx

Unter der Bedingung, da%A(81 ) = 0 ist, haben wir
7 A 1,
dxA

13

—~— Z ~
T dxA”®

p>

Q_‘D_
X
2%

und damit die HermitezitAt vong

Beachte p ist nur hermitesch, wennA(81 ) = 0, d.h. wenn keine Teilchen
ins Unendliche verschwinden (abgeschlossene Systeme).

c) Der wichtigste Operator der Quantenmechanik ist der Hamiltaoperator, der
die Zeitentwicklung der Wellenfunktion bestimmit:

B = % +V (5.11)

FAr 1 Teilchen mit einem Freiheitsgrad:

3

-~ 2 ~
H=2L 84w v@R)=i & +V@®) (5.12)

H ist hermitesch fAir jede reellwertige PotentialfunktiorV (x).
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5.2 Das Eigenwertproblem von Operatoren

Wir diskutieren zunAchst das Eigenwertproblem als eine matmatische Fragestel-
lung. Der Zusammenhang mit der physikalischen Theorie ist durdatas 4.Postulat
gegeben (Eigenwerte=MeYawerte).

Sei F ein (linearer) Operator und A(x) eine (zulAssige) Wellenfunktion. Die
Gleichung

FA(X) = fA (X) (5.13)

wobeif eine (i.a. komplexe) Zahl ist, heiv4Eigenwertproblem des OperatorB .
%

f ist Eigenwert falls (5.13) erfAlt ist.

A(x) ist Eigenfunktion

Beispiel: Es ist Le* = ke
e ist Eigenfunktion des Operators mit Eigenwert k.

SeiA(x) Eigenfunktion des linearen Operatord~ zum Eigenwertf . Dann ist
cA(x) (c beliebige komplexe Zahl) ebenfalls Eigenfunktion zum selb&igenwert.
Denn:

FA = fA; nach Voraussetzung
F (cA) = cFA F linear
= cfA = f (cA):

Im allgemeinen gibt es mehrere, meist unendlich viele, LAguder Eigenwertglei-
chung. Wir numerieren die LAsungen mit dem Index:

FAL(X) = foA(x) n=1;23::: (5.14)

FAr hermitescheOperatoren gibt es weitreichende mathematische Aussagen, die
im folgenden wesentlich sind.

Satz ‘ Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators simebll.\

Beweis Wir betrachten
D E Z Z Z

Fo= dxAPA, °f An = fo dxjA, (X))

I
o

D E
F ] ist reell (fAhrte zur De nition der HermitezitAt). Also istf,, reell.

De nition ;

" dxAZ (X) A (X)
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heivstSkalarprodukt  der Funktionen AZ(x) und Ay, (x).

De nition :
Zwei Funktionen A, (x); A, (x) heivserorthogonal , wenn

N OXRE () Am (X) = 0 (5.15)

(Analogie zu Vektoren)
De nition : Die Funktion A,(x) hei%tnormiert , wenn

N XA, ()i = 1 (5.16)

De nition :
Ein Satz f A,(x)g von Funktionen hei¥storthonormiert , wenn

T XA (X)Am (X) = Hm (5.17)

Dabei ist ., das Kroneckersche Deltasymbol
8 .
_ <1 fArn=m

_ - (5.18)
0, fArné m

—m

Wir kAnnen nun folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz
Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators zu versetienen Eigenwerte

sind orthogonal

=]

Beweis:
FAL(X) = faAn(X) (1)
FAn(X) = fmAn(X) (2)
AS () FAL(X) = AL (X)An(X) (1)
A‘n’3(X)ff‘Am (x) = fmA(X)An(X) (2)
Aa(x) PARX) = fRA0AS (X) (2)*
(19 - (29° und Integration:
Z n 3 g Z
dx A2 (X)FAL(X) | FAn(X) An(x)°= dx Ff A2 ()AL (X) i oA (x)A(X)g
| =0:; da If{;ermitesch }
Also Z

(foi fo) dxXAZ(X)A.(x)=0

Setzen = m: es folgt:f,, ist reell (f, = ), wie wir bereits gezeigt haben.
Sein 6 m: Es gibt 2 MAglichkeiten:
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a) f,6 f, &verschiedene Eigenwerte):
Es folgt dxAZ A, = 0: OrthogonalitAt der Eigenfunktionen

b) fo=Ffn="f
R, ~. ~
Der Eigenwertf ist dann (2-fach) entartet. In diesem Fall folgt nicht dxA;, A, =
0. Man kann jedoch zeigen (ohne Beweis), da%¥s man die Eigenfiorien zu
entarteten Eigenwerten orthogonal wAhlen kann.

Ein weiterer wichtiger Satz wird hier ohne Beweis angefitriBeweis ist mathema-
tisch ziemlich kompliziert, s. Funktionalanalysis)

Satz
Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Opéwes ist vollstAndig

in dem folgenden Sinne:

Jede (zulAssige) FunktionA 1AYit sich darstellen als Entwicklung nach den
Eigenfunktionenf A, g:

A(x) = * CnAn (X): (5.19)

n=1

Die komplexen Zahlert, hei%en Entwicklungskoezxzienten. (Bemerkung: die Schwie-
rigkeit liegt in der prAzisen De nition der Konvergenz der Sume).

Bestimmung der Koexzienten Wir bilden

Z . ) X Z L
dx A5 (X)A(x) = ¢ dx ALA, = Cn
n=0 | {z }
cn = dx A2 (x)A(X) (5.20)

Wir erhalten den m-ten Entwicklungskoezzienten, indem wir die gegebene Funk-
tion A(x) mit A2 multiplizieren und integrieren.

R R, ..
SeiA(x) normiert, dx jA(x)j? = 1.

Es folgt
z oz X -
dx A°A= dx cCmAnAn

x : nm X . Y

= Glntim = G =1
nm n

R
it =1 (5.21)

Wir kAnnenf c,g au®assen al4 -dimensionalen Vektorder LAnge 1.

Das Entwicklungstheorem (5.19) ordnet der FunktioA(x) eineindeutig den Vektor
f c,g zu: Isomorphismus von Funktionen undl -dimensionalen Vektoren.
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Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Opé&res kann auf-
grund dieses Isomorphismus als -dimensionaler Vektorraum betrachtet werden.
In der mathematischen Physik wird dieser Funktionenraum alslilbertraum  be-
zeichnet.

Warum haben wir uns so ausf@ihrlich mit dem Eigenwertproblemon Ope-
ratoren befa¥t? Der Zusammenhang zwischen dem mathematischegeBwert-
Problem und der RealitAt wird durch das 4. Postulat hergestel Zur Erinnerung
wollen wir diesen fundamental wichtigen Aspekt nochmals diskigtren.

Sei A(x) eine Wellenfunktion, die ein quantenmechanisches System énem
beliebigen Zustand beschreibt. Notwendigerweise ist
z
dx jA(X)j° = 1:

Wir fragen nun nach dem Erwartungswert des OperatorB im Zustand A(x).

Postulat 3: DE Z
F =  dx A°(x)FA(x)

Entwicklung von A(x) nach Eigenfunktionen vonF:

B . . X
FA, = f.A, 0 AX)=  cAl(X)

n

Eingesetzt:
DE < X . .
F = dx A X)FALKX)
7 nm
X o A Q s
= dx CCmfmA, (X)Am (X)
x nm
= C:Cm f mtim (Orthonorm.)
o
= e fy
L
UIfE—P 2
= alaifa (5.22)
Interpretation:

Jede einzelne Messung der Observablénliefert einen der Eigenwertef ,, (in der
Regel diskrete Werte). Die HAu gkeitsverteilung der MeYawertst idurch jc,j? ge-
gebeq.

¢ = dx A2(x)A(x) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude daffir, da¥s die Messung
f, liefern wird. Nur jc,j° ist meVibar.

Wenn wir das Eigenwertproblem vonF gelAst haben, kennen wir sowohl die
mAglichen MeYawertef (), als auch dig Wahrscheinlichkeitsverteilung der MeYser-
gebnisse fAir jeden beliebigen Zustangic,j° = j dx A2(x)A(x)j* . Daher die be-
sondere Bedeutung des Eigenwertproblems in der QM.
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Was ist, wennA(x) = A(x), d.h. das System be ndet sich in einem Eigenzu-
stand der Observabler, die gemessen werden soll?
Es folgt

c,= dxA

Q
m

Fo=fy (5.23)

In diesem Fall wird jede Messung den Wertf ¢ liefern. Es gibt keine Streuung der
MeYsergebnisse.

Was ist, wenn wir zweiObservablen (z.B. Ort und Impuls) messen wollen?
Es gibt folgender Satz:

Wenn zwei Operatorenf und G kommutieren (und nur dann)
h oo
F:6 =0

dann existiert ein Satz von Funktionen, diegleichzeitig Eigenfunktionen beider
Operatoren sind.

Beweis
Einfachheitshalber nehmen wir nichtentartete Eigenwertera
Sei
FA, = f A,

Anwendung vonG:

GFA, = f,GA,
KommutativitAt (Voraussetzung):

GFA, = FGA,
Also

3 - 3 -
F GA, =f, GA,
d.h. A, = GA, ist ebenfalls Eigenfunktion vonF zum Eigenwertf .

FAr nichtentartete Eigenwerte gibt es aber nur eine solchaifktion, d.h.
Aq = dA,
mit einer Konstante g. Also 3 _
GA, = dA,
d.h. A, ist auch Eigenfunktion vonG.
Physikalische Bedeutung
Wenn ein gm. System in einem Eigenzustand vdf ist und G mit F kommutiert,

dann hat nicht nur die GrAvY.é& sondern auchG scharfe MeVawerte, d.h. keine
Streuung der MeVawerte.
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Die Aussage hAngt eng mit der berhmterUnschArferelatiott der QM zu-
sammen. Wir werden darauf zurAickkommen.
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6 Die zeitunabhAngige SchrAdingergleichung

Betrachten wir ein abgeschlossenegiantenmechanisches System, d.h. ein isoliertes
Atom oder MolekAil.

Dann ist der Hamiltonoperator zeitunabhAngigErhaltung der Energie).

In diesem Fall reduziert sich die sogzeitabhAngig&chrAdingergleichung (Postu-
lat 5) auf eine einfachere Gleichung, die sogeitunabhAngig&chrAdingergleichung.

Am einfachsten sehen wir dies durch den Ansatz

iEt

A(x;t) = A(x)el = (6.1)

D.h.: die ZeitabhAngigkeit vorA ist immer dieselbe, unabhAngig vor.

Es folgt
@A iE;
@E_ i TA(X,t)
i~— = EA(x;t
I~ at (x;1)
Eingesetzt in die zeitabhAngige SchrAdingergleichung
@A s
~at HA

EA(X)e = = HA(x)e =

iEt

Division durch den gemeinsamen Faktoe =

RA(X) = EA(X) (6.2)

Dies ist die zeitunabhAngige SchrAdingergleichung

(6.2) ist eine Eigenwertgleichung wir suchen die Eigenwerte und Eigenfunktio-
nen des Hamiltonoperators. Damit ist klar, da¥E die Energie des Systems ist.
lLA. hat (6.2) viele LAsungen:

RAL(X) = EnAL(X); n=1;23::: (6.3)

Die reellen EigenwerteE,, sind die mAglichen Energiewerte des Systems. Sie sind
in der Regel quantisiert.

Zu jedemE, gehArt eineZustandsfunktion

iE nt

An(x;1) = An(x)e (6.4)
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Jede Messung der Energie fAir ein System in diesem Zustand wirdkéxden Wert
E, liefern.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiim Ortsraum ist gegeben durch
Wa(X) = jAn(x;1)j?

An(x)e -

= A ()i

iEnt

= AR (x)e

W, (x) ist zeitunabhAngig
Man nennt daherA, (x;t) die stationAren ZustAnddes Systems.

Beachte die Wellenfunktion (6.1) ist zeitabhAngig; direkt beobdtbar ist aber
nur W (x), welches zeitunabhAngig ist.

Zur Interpretation: nicht der Ort des Teilchen selbst (z.B. Elektron im Atom) ist
zeitunabhAngig, lediglich die Aufenthaltswahrscheinlicleit im Raum ist stationAr.

Die Quantenchemieim engeren Sinne befa¥it sich mit der LAsung von (6.3) fAr
die Elektronenbewegungn Atomen und MolekAlen. Bei MolekAilen: festgehaltene
Atomkerne. Das Ziel ist die Bestimmung deiE,, und A,. Man erkennt jetzt die
zentrale Rolle des Eigenwertproblem®n hermiteschen Operatoren in der Quan-
tenmechanik.

Bemerkung Der Ansatz (6.1) beschreibt nur die stationAren ZustAnde degs&ms.
Die allgemeine LAsung des Anfangswertproblems

. @A -
I~@t |4A
Ax;t=0) = AXx)

kann auch durch die LAsungen der zeitunabhAngigen Sclim§ergleichungA, (x)
ausgedrAickt werden,

~ X T
A(x;t) = c,e =ErtA (x):
n
Dabei sind die Entwicklungskoezzientenc, gegeben durch
z

ch = PALA = dxA7(X)A(X):
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7 Die UnschArferelation

Wie bereits mehrfach betont, liefert die QM in der Regel keande nitive Vorhersage
fAir den Ausgang einer einzelnen Messung. Die MeYawerte werdemstrelediglich
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der MeYawerte ist durch dieu@ntenmechanik
festgelegt.

D E
Der Mittelwert der Mevagr@¥se ist durch F  gegeben (3. Postulat). Ein MaYa
fAr die Schwankungder Messwerte um den Mittelwert erhalten wir, indem wir

bilden
S A
¢cF= B; B ° (7.1)
¢ F hei¥tVarianz der MevagrAvke. Es ist
, D° D E3 D EE
(CFY¥= Fij F Fi F
2 D E D E,A
= F?2j2F F+ F
D E DGE DE
= F2i2F + F
D E D.E
= F2 F
"5 € D&
¢CF= F2; F (7.2)

Wir betrachten nun zwei Me¥grA¥seh und G (z.B. Ort, Impuls). Im allge-
meinen werden die MeY¥awerte beider GrAY.en Schwankungen @meweFAr diese
Schwankungen gilt folgendes grundlegende Theorem, die saltgemeine UnschArfe-
relation

T

CFCG, 1 — dxAs(x) vy A~ (7.3)

I;bl

Es gibt also einen direkten Zusammenhang zwischen dé¢ommutator der Ope-
ratoren F und G und der UnschArfe der MeYawerte

Der Beweis von (7.3) ist etwas technischer Natur und soll hier Atgangen werden.

Wir erhalten aus (7.3) die berihmteHeisenbergsche UnschArferelation — fAir
Ort und Impuls, wenn wir R; p betrachten. Es ist

PRA (x) = 'i—'%x/l(x): ii(A+ xAYx))
o ~d L~

RPA(X) = XT&A(X) = ifA(x)

(0% 20)A(x) = ~AX)

[0:R] =i i~ (7.4)
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R, .~
In (7.3) eingesetzt; mit dxjA(x)j2 =1 haben wir

¢x¢p, 3 (7.5)

Dies ist die Heisenbergsche UnschArferelatiodie eine zentrale Rolle in der Ent-
wicklung der QM gespielt hat, insbesondere deren Interpretaitn.

Wenn wir einen Zustand wAhlen, indem %! 0, dann mu¥% ¢! 1 gelten,
und umgekehrt. Es ist unmAglich, fAir ein quantenmechanisehTeilchen Ort und
Impuls gleichzeitiggenau zu bestimmen.

FAr kommutierende Operatorengilt diese EinschrAnkung nicht. Beispiele fAir
kommutierende Operatoren:
X,y
Px; Py
X; Py etc.
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8 Das Ehrenfest{Theorem

Wir haben die Quantenmechanik als vAllig neuen Formalismasgefihrt. Es stellt
sich natAirlich die Frage, wie die QM in die klassische Mechanikekgeht (z.B. fAr
makroskopische Teilchen).

Eine begri?iche Schwierigkeit entsteht insbesondere dadurchja¥s wir in der
Quantenchemie normalerweise mit dezeitunabhAngigeschrAdingergleichung zu
tun haben. Wir interessieren uns fAEnergieeigenwerteund stationAre ZustAnde
Eine ZeitabhAngigkeitritt nirgendwo auf. In der klassischen Mechanik sind die Va-
riablen dagegen zeitabhAngig(t); p(t). Wie ist der Zusammenhang? Eine MAglich-
keit, den Zusammenhang zu sehen, bietet d&hrenfest{Theorem

Die ZeitabhAngigkeit quantenmechanischer Mittelwerte isdurch die klassischen
Bewegungsgleichungen bestimmt.

(Schwankungen sind> ~; gehen gegen Null fAr makroskopische Systeme)

Als Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung eméeilchens der Mas-
sem im Potential V(x), d.h. den Hamiltonoperator

H=FL+Vv@®)

Wir betrachten den Erwartungswert vonx®
z

i = dx A°(x; t)XA(x;t)

und bilden
( ~
d . _* @A . . .. @R
ahkl = dx @XA(X,I')+ A (x,t)x@t
@A e
@}\_ :ﬁA,
@A_ 1 g °
@t ~
d n L . .0
ahki = dx HA xA; AxHA

N
=
o

===

= dx A® B2 A (8.1)

Die ZeitabhAngigkeit vortRi ist also durch den Kommutator vonx*und H gegeben.
Allgemein gilt fAir jede dynamische GrAYs(p; d) (obige Herleitung gilt fAr jeden
Operator F):

s OB Rag A A 82)
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h [
Wir berechnen nun den Kommutator IQ; R

_ P
ﬁ_%+va&)

h i h_ i h_ i
Esist AB+¢ = AB + A ¢
[V (R)] = XV (R) i V(R =0
B R = PR RPP= PR PRO+ DPRP; RP
=D(PRi RP)+ (PRI RP) P = PO:R] +[P;R]P

[P:R] = i i~
(%R =i 2i-p 83)
Damit
hﬁ_ i g h
I ,k: j % p ’k
R =ji-2 (84)
damit
%hki = 1_‘(1 i~)% ~ fAllt weg!
dpgi = o (8.5)

Die Geschwindigkeit ist also der Mittelwert des Impulses geteitiurch die Masse.
Gilt nur fAr die Mittelwerte!

Wir betrachten nun die Anderung des Impulses:
. Z

d . i N L
ﬁhm_: — dxA(x) H;p Ax)
Hip = [V = VDI PVR) = i [0:V(R)]
.~ @ ~ . ~@V, ~ @A
PV (R)A(X) = T@)y(X)NA(X) = T@)fd- TV(X)@X
.~ @A
V(R)PA(X) = TV(X)@X
VL= -G
Hip =i~ (8.6)
Z
%mi = ,n EXAU(X)%\;A(X) ~ fAllt weg!
dppi= @ (8.7)
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Die Anderung des Mittelwertes des Impulses ist gleich der \Kraft"Mit (8.5)

. d .
hpi = m& hRi
nochmals di®erenziert:
* +
> .~ d B @V
m@ hkl a m| | @X
m&mi=; 9 (8.8)

Wir haben damit die Newtonsche Bewegungsgleichuifiy den zeitabhAngigen Mit-
telwert hxi, hergeleitet: Ehrenfest{Theorem

Bemerkung Die ZeitabhAngigkeit steckt in der WellenfunktiorA(x; t); der Opera-
tor & ist zeitunabhAngig. Dies ist das sog.SchrAdingerbilt der Quantenmecha-
nik. Alternativ (und vAllig Aquivalent) gibt es das sog. Meisenbergbilt] in dem
die Operatoren zeitabhAngig und die Zustandsfunktionen agiabhAngig sind.

Wenn die Schwankungen um die Mittelwerte beliebig klein wden (~! 0, sie-
he UnschArferelation), kAnnen wir die Schwankungen igmoen und erhalten die
klassische Mechanik. Die Quantenmechanik geht also fAt 0 in die klassische
Mechanik Aber (der GrenzAibergang ist allerdings nicht eral).
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9 Das freie Teilchen

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung (ir-Richtung) eines Teilchens der
Massem. Die klassische Energiést

p2
H(xp)= 5o+ V(X
Der Hamiltonoperator ist
A (% p) = ,fz + V(%)
~d
P= T
2 d2

|q(5(; P)=i smage * V(R)

SchrAdingergleichung

n
LIL|

+ V(x) A(x;t) = i~SA(x;t)

[ 2m@>€

ZeitunabhAngige Schridingergleichugig ist zeitunabhAngig):

L 2d2

I 2m dx?

+ V(x) A(x) = EA(X)

Es ist

iEt

A(x;t) = A(x)e =

Wir betrachten in diesem Kapitel besonders einfache Beispidiér V (x). Das ein-
fachste Problem ist sicher die freie Bewegung

V(x) =0

~2 g2

i — L Ax)= EAx) (E, 0) (9.1)
(fAr E < 0 gibt es keine LAsungen, s.u.)

Die 2. Ableitung mu% proportional sein (mit neg. Koetzienten) er Funktion
selbst. Diese Eigenschaft haben skX); coskx) und €% denn

2

d—dxsin(kx): kcosd<x) d sm(kx) i k?sin(kx)
2

ddcos«x)-. ksin(kx); o d 7 Coskx) = i k? coskx)
d

ikx — : 8 ikx . ikx — . 12,8 ikx
&e§ = 8 ike , We§ =1 k%3
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Die LAsungen sind entweddisin(kx); coskx)g oder f € : & * g. Sie gehen durch
Linearkombination mit komplexen Koezxzienten ineinander Ber.
Ansatz: Mit

A(x) = AeS

folgt

2 ) )
i %A(i k2)e§|kx - E Ae§|kx

~2K2
2m

=E

1p

k=> 2mE (E, 0)

E < 0: Die LAsungere* ;& *, - reell, sind nicht zulAssig aufil ;1 ].
Interpretation:  Die Eigenwert(EW)-Gleichung
RA(x) = EA(X)

hat fAr jedes (positive)E zwei LAsungen

A(X)= AeSk mit k=1 2mE (9.2)

Jedes beliebige > 0 ist also Eigenwert. Es gibtkeine Quantisierung der Energie
Jeder Eigenwert istzweifach entartet denn es gibt 2 LAsungeA(X).
Die LAsung derzeitabhAngigeschrAdingergleichung ist

Axt) = Aesg (5t -+ k= P 2mE (9.3)

A (x;t) = Ae'txi't)
A (x;t) = Ag'likxitt)

Dies sindperiodischeFunktionen in x und t.

A, : Welle in positive x-Richtung,

A, : Welle in negativex-Richtung.

ErlAuterung: betrachte die \Knoten" ReA, (x;t) = O:

coskxi 't)=0
H 1T
kxij It =8 n+é Ve n=0;1,2:::
H 1T
kx, = § n+é Yat+ 1t
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Rey

Die Knoten bewegen sich in Richtungositiver x mit wachsendemt. FAr A, (x;t)

H 11
i kxi 1t =8 n+§1/4
H 11
kxij It =8 n+§1/4
H 1T

kKxn =8 n+ = Vi Ut
2
Knoten bewegen sich in Richtungiegativerx.

Wir haben also nach rechts und links laufende Wellen. Die a#igheine LAsung
ist eine beliebige Linearkombination

2
3

Ax;t)= Ak + Bei ¢ ¢ 1(5)t - A:B komplexe Konstanten (9.4)

Die Quantenmechanik beschreibt alsMateriewellen Die Wahrscheinlichkeitsam-
plitude fAir ein freies Teilchen ist eine Welle. Man kAnnteun die SchrAdingerglei-
chung fAir das sog. Doppel-Spalt-Experiment oder die Strengiam Kristallgitter
IAsen. Dies whirde die Experimente erklAren, ist jedoch hehatisch zu kompli-
ziert, um es hier durchzufihren.

Die zeitunabhAngige SchrAdingergleichung ist eine EWe{ghung fAir die Ener-
gie. A(x) beschreibt also ein Teilchen mischarfer Energie d.h. jede (bel. genaue)
Messung der Energie wird dem WerE liefern.

Wir betrachten nun noch dieMessung von Ort und Impuls

Wir bilden

~ ~d .
PAs (X) = i_&A§ (X)
~d kx — — i ikx
i—&Ae§ kx = i—A (8ik) e
PAs (x) = § (k) Ag (x) (9.5)

As (x) ist also Eigenfunktion (EF) des Impulsoperators mit dem EW8 (~k). Ag (X)
beschreibt also ein Teilchen mischarfem Impuls Jede Messung des Impulses wird
genau den Wert§ ~k liefern.

SowohlE wie p haben also scharfe Werte, d.h. E = 0; ¢ p=0. Wie wir gesehen
haben, erfordert dies, da¥ die entsprechenden Operatoren kautieren, d.h.

h i
I4;p =0
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h i
In der Tat ist ¥ = % und damit H;p = 0. Dies ist ein Beispiel fAir simultane
EF kommutierender Operatoren (s.0.)
Nach der UnschArferelation erfordert p = 0 notwendigerweise ¢x = 1 , d.h. der
Ort das Teilchens ist absolut unbestimmt. In der Tat ist

2T sy 2
iAs ()j% = JAj® e
= jAj® = const:

D.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist Aberall gleich g&4. Wir haberkeinerlei
Information Aber den Ortdes Teilchens.

Bemerkung: R

Wegen jAg (x)j? = const: folgt 1 dxjAs(x)j® = 1 d.h. A(x) ist fAr A 6 0
nicht normierbar. Diese Schwierigkeit liegt an unserer extneen ldealisierung des
Problems. Wirkliche Teilchenstrahlen sind nicht unendlich asgedehnt, und ¢p
ist nicht exakt gleich Null. Diese realistischere Situation wirdoeschrieben durch
sogenannteWellenpakete Die Funktion

A(x) = Ael S5 d (%)

ist ein Beispiel fiir Wellenpaket. Sie ist keine Eigenfunktiomwon # und p, d.h. ¢ E
und ¢ p sind nicht Null. Wellenpakete sind normierbar.
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10 Das Teilchen im Kasten

Als ein weiteres idealisiertes eindimensionales Problem bathten wir ein Teilchen,
das in einemKasten der LAngea eingeschlossen ist. Dies wird beschrieben durch
folgende Potentialfunktion

:0 O<x<a
V(X) = ' 10.1
(X) “1: X< Ox>a ( )

V = 1 verbietet das Eindringen in die Bereichex > a und x < 0. Dies ist das
einfachste Modell einegebundenen Teilchendie Bewegung des Teilchens ist be-
schrAnkt auf < x < a .

Da A(x) stetig sein muYs, mu¥s gelten

A(0)= A(@)=0 (10.2)

Dies sind sogRandbedingungen an die Wellenfunktion (WF) A(x).

FAr 0<x < a haben wir die SchrAdingergleichung

i =& A(x) = EA(X)

I 2m ax2

mit der Randbedingung (10.2). GegenMiber dem vorangeganege Beispiel hat sich
also nicht die SchrAdingergleichung, sondern die Randbeglimg geAndert.

Die LAsung kennen wir

A(x) = Ae™ + Bel

= A (coskx) + isin(kx)) + B (coskx) i isin(kx))

=(A+ B)coskx)+ i(Aj B)sin(kx)
mit ~k = P 2mE. Da A(0) = 0 fAr alle k, folgt

A+ B=0;B=j;A
und
A(x) = 2iA sin(kx)

oder
A(x) = C sin(kx) (10.3)

mit neuer Konstante C. Die RandbedingundA(a) = 0 fAir alle k erfordert

ka=n¥%: n=0:;12:::

-7
a




I 10. DAS TEILCHEN IM KASTEN 44

Wir haben damit die LAsungen

A.(X)= Cpsin ™ - n=0;12::: (10.4)

a

Die verbleibende KonstanteC, wird durch die Normierungsbedingung
z
dxjA,(x)j> =1 (10.5)

q_—
festgelegt, wasC, = 2=agibt. Wir erhalten damit

3

9]

A (x) = gsin "™, n=0;12::: (10.6)
Die Energien ergeben sich zug = i;';z)
2 w2
E = 2
2m
En= 327 (10.7)

FArn = 0 haben wir A,(x) = 0 fAr alle x, d.h. W(x) ~ 0. Dies beschreibt kein
Teilchen. Die zulAssigen Werte sind also=1;2;3:::

Interpretation:

Die A, (x) sind EF von ¥ mit den EigenwertenE,,. Im Zustand A, hat die Energie
den scharfen Wertg,,.

Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ist di#mergie quantisiert d.h. es
kAnnen nurdiskrete Werte von E gemessen werden.

Die Quantisierung entsteht durch die EinschrAnkung des Tdilens auf ein endli-
ches Gebiet.

Die An(x) sind nicht mehr EF des Impulsoperators, dal = % + V(x) nicht mehr

mit p kommutiert. ¢ p ist also 6 0.

Bemerkung: Die ganze Zahin = 1;2;3::: hei%tQuantenzahl . Sie numeriert
die Energieniveaus,,.
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Schematisch:
V(X) ‘j° ®
E;=9E
E.=4F
E
> X
0 a

Elektronen in Halbleiter-Nanostrukturen (sog.Quantendot$ sind ein Beispiel fAr
ein \Teilchen im Kasten".

Der niedrigste erlaubte Zustand isth = 1 mit der Energie

~21/7
2ma?

1:

Die Energie ist alsoimmer positiv, im Gegensatz zur klassischen Mechanik, bei
der das Teilchen im Kasten ruhen kannK = 0). Die Lokalisierung in x erzwingt

eine endliche ImpulsunschArfe ¢; die zu der kinetischen Energid = % fAhrt
und damit zu E; > 0. Da man dieE, im Prinzip messen kann, sehen wir, da%
die UnschArferelation zu beobachtbaren Konsequenzen fAlii#fir ~ ! 0 geht
E, ! 0:Bbergang zur klassischen Mechanik.

Die Eigenfunktionendes Hamiltonoperators sind:

S

i Ml

Ai(x) = asin 54
S

i 2 Moyl

Ax(X) = glS|n ;4

) 2 Haf

As(x) = glsln 34
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Qualitativ:
Y, (%)
‘ x Keine Nullstelle
0 a
X
Y 2( ) 1 Nullstelle
Yy, ()
2 Nullstellen

A, (x) hat also (nj 1) Nullstellen und n Extrema.

jA.(x)j* hat also (nj 1) Nullstellen und n Maxima.

Obwohl das Problem extrem idealisiert ist, sind viele qualitate Eigenschaften
dieses Modells charakteristisch fAir das Problem eines gebemein quantenmecha-
nischen Teilchens, z.B. Quantisierung, KnoteneigenschafteerdWF, usw.
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11 Der Tunnele®ekt

Der Tunnele®ekt ist ein spezi sch quantenmechanisches PhAnomeas fAr die
Bewegung von Elektronen und fAir die Schwingungs- und Reakisdynamik von
leichten Atomen von Bedeutung ist.

Betrachten wir ein Teilchen in einem stationAren Zustand, k. mit scharfer
EnergieE. Klassisch kann das Teilchen in Bereiche, wd > E ist, nicht eindrin-
gen (kinetische Energie mAYate negativ sein). Man spricht vddassisch verbotenen
Bereicherl. Quantenmechanisch kann das Teilchen solche Bereiche miner ge-
wissen Wahrscheinlichkeit durchdringen: dies ist der sogunnele®ekt

Das einfachste Beispiel ist eine rechteckidg®otentialbarriere in einer Dimension.

vV, X
0 a

Ein freies Teilchen mit der EnergieV; < E <V , tre®e von links auf die Barriere.
Die TunnelwahrscheinlichkeitP ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen rechts von
der Barriere zu nden (klassisch istP = 0).

Wir wollen die Berechnung vonP hier nicht durchfihren, sondern das PhAno-
men qualitativ diskutieren. In den Bereichen |, Il haben wirdie Wellenfunktion
eines freien Teilchens

A (x) = Ae** + Bel
A||| (X) = AOeikX + BoeI tkx

3 ‘1
: 2m(Ej V. 2
mit k = 2MEIVL) 2

Im Bereich Il gilt entsprechend
A, (x) = AKX 4 O ik

. :
mit ko= Zn(Ej V) ®

WegenE <V, ist k%= i- , wobei

A (Y
_ 2m(\2j E) 2
- 2
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reell ist, d.h.
A” (X) = Ao%i * o+ BO%IX

FArx =0 und x = a mAissen die WFA,; A ; A, stetig und di®erenzierbar an-
einander ansschlie¥sen (danﬁfg\ existiert). Dies bestimmt die unbekannten Koef-
“zienten A; B; etc.

Qualitativ:

. exponentieller Abfall o
Oszillation | Oszillation

Rey

Das VerhAltnis der Quadrate der Amplituden in Ill und | ist die Tunnelwahr-
scheinlichkeitP:

i2

P = Bl (11.1)

Die Rechnung liefert n&herungsweise

(11.2)

o ——————
x=2 2m(\Li E) (11.3)

P hAngt exponentiell ab von debDicke der Barriere, der Wurzel aus der Masse
und der Wurzel aus der Energiedi®eren¥, i E. FAr hohe und breite Barrieren
sowie schwere Teilchen ist der Tunnele®ekt vernachlAssigbarder Praxis ist er
wichtig fAir Elektronen und Protonen.
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Den harmonischen Oszillator wollen wir als Paradebeispielrféin gebundenes
quantenmechanisches Systebesonders ausfiihrlich diskutieren. Das Problem ist
nicht nur besonders einfach, sondern auch von eminenter Betieng in Physik
und Chemie, z.B. quantisiertes Strahlungsfeld oder Kernschwgungen von Mo-
lekAlen bzw. Phononen im FestkArper. Viele charakteristisclEigenschaften von
Quantensystemen lassen sich am Beispiel des harmonischen Osziltabesonders
einfach studieren, z.B. UnschArferrelation, vollstAndigeig@andssysteme, oder Zu-
sammenhang zwischen quantenmechanischer und klassischer Begminng.

12 Hamiltonoperator

In der klassischen Mechanik resultiert eine schwingende (perische) Bewegung,
wenn eine RAckstellkraft wirkt, die proportional zur Auslenkng ist (Hooke'sches
Gesety.

Seix die Auslenkungeines Teilchens aus einestabilen Ruhelaged.h. x = 0
entspricht der Ruhelage des Teilchens. DiRAickstellkraftsei

(12.1)

Das Minuszeichen beschreibt rlicktreibende Kraft. Die Konsite k heivit Feder-
konstante oderKraftkonstante und bestimmt die StArke der RAckstellkraft. Die
entsprechenddPotentialfunktion ist

V(x) = Zkx? (12.2)

daK =i 9.

Die GesamtenergigHamiltonfunktion) des Systems ist damit

H

T+ V(X)

;mx_2+ V (x)

PP 1,
= = 4+ = =
> 2kx (p= mx)
m ist die Masse des Teilchens. Débergang zur Quantenmechanik ergibt sich mit

der Bbersetzungsregel

, 4.
P ax
Dies liefert denHamiltonoperator
e 11,2
A= i e + 3k

Dies ist der Hamiltonoperator des eindimensionalen Oszillators
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13 LAsung der SchrAdingergleichung

Die zeitabhAngig&chrAdingergleichung fAir den harmonischen Oszillator tel

i o+ tkx? A(xt) = i~22 (13.1)
Der Ansatz
Ra(x:1) = up(x)e ()t
fAhrt zu . .
| ooz + kX2 Up(X) = Enun(X) (13.2)

Dies ist die zeitunabhAngig&chrAdingergleichungn numeriert die Energieeigen-
werte E,, und EF u,(x). (13.2) ist eine Eigenwertgleichung

Jede LAsundd(x;t) von (13.1) IAY4t sich durch die, (x) ausdriicken:

A(x;t) = 3 %:o CnUn(Xx)€ (=)

Es folgt (s.0.)

ch = dx u?(x)A(x; 0)

FAIr jedes vorgegeben®&(x; 0) kAnnen wir diec, ausrechnen (wenn wi, (x) und
E. kennen) und haben damit die LAsung von (13.1).

Die LAsung von (13.2) erfordert mehrere Umformungen. Wirtifen zunAchst eine

dimensionslose Koordinatesin

mit einer Konstante ®. Es folgt

d» = ®dx
d_1d . d_.d
d» ®dx ' dx  d»
d? d?
dx2”  dw?
Damit
~ 0 1.1,
i %®2un((») + Ek@» Un(» i Enun(» =0
Y .
mit u%°= % Multiplikation mit | 3% liefert:
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Wir setzen:
mk
&=
q Mk . . N
®= *™ st ein LAnge
Weiterhin de nieren wir:
_ 2mE,
s N = ~2®2
_ 2mE.~ _ 2E,
sn T TP T TS
mk -~ K
,n = 2 st eine dimensionslose Energig.
Damit:
Up%i »Un+ . nln =0
)+ (Lni »un(»=0 (13.3)

» und , , sind dimensionsloseGrAY.en.

LAsung der Di®erentialgleichung:
Wir betrachten nun GI. (13.3) fiir» ! 1 . In diesem Limes kAnnen wir, gegen
»? vernachlAssigen.

Approximativ:
00.

u; »%u, =0

Ansatz
))2 i ))2 H n . .
un(» = €8 = & (das Pluszeichen mAissen wir ausschlie¥sen)
W =i 2c»é®”
J ))2 i ))2
uﬂf’: i 2c6 @ +4c%»% ©

Also
i ))2 j ))2 i ))2
ac>'e | Pog ) i »e =0
vernachlAYzigbar féir» ! 1
Es folgt
42 1=0
c= %

d.h. uy(») = e 2>° erfdillt die Dfgl. (13.3) im Limes» ! 1 . Dies fAihrt zu dem
Ansatz

»2
Un(» = Np€e ZH,(»)
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N, ist Normierungsfaktor (Konvention). Es folgt

»2 . »2
ul= N, (i »€ zH,+ N,& zH?

»2 ) »2 . »2 . »2
u®=; N,& ZH, + Ny»?e 7H,j 2N,»€ zH?+ N,e zH

52 n3 0
u= N, z j1+» Hpj 2HY+ HY
Damit (s. (13.3))
2 n3 ’ 3 ’ 0
N,€e 2 ))Zi 1 Hyij Z»Hr?+ Hr?0+ oni »2 H, =0
HY% 2»>HY+(,ni 1)H, =0 (13.4)

Dies ist schlievilich die Dfgl., die wir IAsen wollemnumeriert die erlaubten LAsun-
gen dieser Gleichung.

Die LAsungsmethode ist dePotenzreihenansatz

P
Hh(») = |1=0 a »

X

HOG) = lap?
=1

HO) = 1(1i Lan'i?
1=2

% T

Einsetzen in (13.4) ergibt
* , * *
al(li 1)»12; 2 ab'+ a(ni 1)»=0
=2 =1 1=0
bzw.
*
fap(l+2)(1+1) i 2al+a(,ni 1)g=0
1=0

Der Koezzient jeder Potenz mu¥% verschwinden.
Sei die Potenz»™:

(m+2)(m+1)an2 i 2man+(,ni 1)an =0
(M+2)(m+1)an+2i 2m+1j ,n]Jan =0 (13.5)

Dies ist eineRekursionsrelationfAir diea,,,. Wenn wir a; und a; vorgeben, sind alle
hAherera,, festgelegt.

Konvergenz der Potenzreihenentwicklung:
Wir bilden féirm ! 1

am+2 | 2m 2m | 2

am  (m+1)(m+2) mZ+3m+2 m




IV 13. LASUNG DER SCHRADINGERGLEICHUNG 54

3

limm 1 ag—mz I 0 garantiert Konvergenz der Reihe.
Andererseits betrachten wir
,  Ry2m X »M
e = - =
! m
m=0 m=0;2;4 2

FAr» ! 0 verhAlt sich die LAsung der Dfgl. wie” und damit

o2
2

»2
Ur(» = NyHu(»)€e z ! e
Ein exponentieller Austieg vonu, (») ist aber unzulAssnig. Einzige LAsungsmAglich-
keit: Die Potenzreihe mu¥s abbrechen, d.H,(») mu¥s ein Polynom sein

Wir setzen, , =2n + 1, dann wird die Rekursionsgleichung (13.5)
(M+2)(m+1)an+2 i (2mj 2n)a, =0
(M+2)(m+1)anezi 2(Mi N)ay =0 (13.6)

Wennm = n (fAr festes), folgt am.» = 0. Dann ist auch am+s = 0;8mn+s = 0, USW.

Wenn wir ., = 2n + 1 setzen, sir&d die LAsungemi ,(») Polynome vom Grad
n. Damit ist u,(») normierbar, d.h.  d»ju,(»j*< 1 .

Bestimmung der Polynoszne H,(») (bis auf Normierung):
n=0: Ho(») = 2 Beginn der Rekursion
n=1: Hi(») = a;»
n=2: Setzem =0 in (13.6)
282 2(i 2)ap=0

a+2a,=0

a = | 2a0

as=3a=0 usw.
Ho(») = ag(lj 2»°)

n=3: Setzem =1 in (13.6)

3¢2¢azj 2(1ij 3)a; =0

6a; +4a; =0
az = | 2a
3~ | 3 1

as=a; =0 usw.
: ;

H3(» = a; »j %»3 USW.
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Die H,(») sind alternierend gerade und ungerade is.

Zusammenfassung der Ergebnisse:
Energieeigenwerte

n = —ZqE%=2n+l n=0;12:::

m

Die Energie ist quantisiert.

E,=~ n+% :n=0:1;2::: (13.7)

| = k (13.8)

(klassischer Ausdruck fAir die Schwingungsfrequenz)

Die Quantisierung folgt aus der Forderung, da¥,(») normierbar sein mu¥%, d.h.
u, ! Of@r» 11 . Die Randbedingung ¢ ! 1 ) erzwingt diskrete Eigenwerte
. n; En (vergl. das Kastenpotential).

Eigenfunktionen

Un(X) = Np& "2 H,(®%) (»= ®X)

S

r M T2
_.mk - mr B ® 2
®— j - T y Nn - 1/‘%2nn! (139)

) R
N, ist so gewAhlt, da¥sjuy, (x)j%dx = 1.

Die PolynomeH,(») heivsaerHermite-Polynome . Sie sind de niert durch

HO») i 2»H2(») +2nH,(») =0 (13.10)

(mit geeigneter Normierung) oder durch die explizite Formel

Ho(» = (i 1)re’ Le (13.11)

d»n

Die ersten 3 EF:

Uo(X) = —r€

uy(x) = 21—2®xe"

Uz(X) =
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Zusammenfassung: LAsung der SchrAdingergleichung fAr  den harmoni-
schen Oszillator:

1. Hamiltonoperator:

2
H(P = 2+ Jhoc

2m 2
A 12
H =i gz + 3kx

2. ZeitunabhAngige SchrAdingergleichung:

Fun(x) = Equn(X)

9w

3. VariablenAnderung» = ®x, ®= * ™

Ug((») +( ani ))2) un(» =0

4. Asymptotisches Verhalten» ! 1

1.2 N
ult») i »u, =0 ! u,» € 2" fAir» 11

5. Abspalten des asymptotischen Verhaltens:

Un(» = NpHRp(»)€ 2
Hat») i 22HI() + (L ni 1)Ha(») =0

6. LAsung durch Potenzreihenansatz:

Hn(») = " |1:0 a»

Rekursionsrelation:

(M+2)(m+1)an i 2m+1j ,n)am=0

7. Konvergenz:H,(») » € flir» 11, auvser wenn die Reihe abbricht

.n=2n+1

H,(») ist Polynom vom Graden

3

= 1. =  k
En F'n+ 3 ;! =
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14 Eigenschaften der LAsungen

14.1 Energieniveaus:

3

En=~ n+3% ;n=0;12::

Die Energieniveaus sindaquidistant(siehe Abb. IV.1).

Eo = 3 hei%tNullpunktsenergie

Der Oszillator hat im tiefsten Zustand eine nichtverschwindenelEnergie. Auch bei
T =0 sind z.B. die Atome im FestkArper nicht in Ruhe. Die Nullpuntsenergie ist
eine Konsequenz der Heisenbergschen UnschArferelation.

14.2 Wellenfunktionen:

A (X;t) = Un(x)€ Bt

JAa(X;1)j% = jua(x)j* = const (in t)

Es handelt sich umstationAre ZustAnde(siehe Abb. 1V.2)

14.3 ZeitabhAngige Beschreibung des harmonischen Oszil-
lators

Bisher haben wir die stationAren ZustAnde des Oszillators agimghnet. Dies ist
das typische Vorgehen fAir ein quantenmechanisches Problé&ms.ist vielleicht nicht
klar, was die LAsungen mit einem schwingenden Teilchen zu thaben.

Zur lllustration betrachten wir ein zeitabhAngiges Probla, nAmlich die LAsung
von (13.1) mit

A(x; 0) = Nge z®(xi x0)° (14.1)

(Oszillatorgrundzustand, \geshiftet" um xo). Wir bestimmen A(x;t) und i, .

~ P . IEn
A(x;t) = 1, caup(x)€ ==

. % . B
At =~ N H, (@x)e 2% ! (n+3)t
n=0

G = dxNoe 2¥Xi X°N H, (@x)e 2
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"2

potentlelle
Energie,
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\Il
—-—""1
-~ o

4
Y
!
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]
'
1
w

erlaubte Energien, E,

Auslenkung, x

Abb. IV.1: Potentialfunktion und Eigenwerte des harmonischen Oszillators

¥ A d’“
1 . ! | >
x X
(@)v=0 (byv=1
d’ﬂ\ (l,ﬂ
1 ! > | 1 >
X X
(c)v=2 (dv=3

Abb. 1V.2: Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillatos fAr® =0;1;2; 3.
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Wir kAnnen diec, durch Integration berechnen und haben dami(x; t) als unend-

liche Reihe dargestellt. Umhxi, zu nden, brauchen wir diec, gar nicht explizit.
Wir bilden

A
X X o .
i, = cGnNaNm  dxe @CxH (@) H m(@x)e ! (1 2)tg! (m+2)t
% x . z ey
hxi, = CaCm€ (M MIN N, dxxH  (®X)H m (®x) el &
n m | {z }
z e
lnm = NoNm  dXXH 1 (®X)Hm (®X)e @*° = NoNm g5 @ »H (5) Hi () € »2
i, = o mCClpme! (M0 (14.2)

Wir benutzen die Rekursionsrelation (sIAbungen)

Hnea i 2Hn +2nHp 1= 0]

»H, = ;Hnﬂ + NHp; 1
1 Z S
lom = NoN, d» éHn+1Hm + nH,, 1Hy, €
1 £+ o+ 1 Nn + 1.
2@ Npsy ™ @Np, T

da d»N,N,H Hp€ > = Fo:m (OrthogonalitAt u. Normierung)
S

N n+1 I _
n _ 27 (n+1) :pzpn+1
Nn+1 s 2nnl
N, = 2nl(nj 1) 1 1
Noo1 ot~ P3PR
hp _ 1
Inm = p%é n +1i'n+l;m + P ini Lm (14-3)
(14.4)
ZXur,;é(lch zu (14.2):
hXit: Cncmlnmei! (mi mt
n m
b 1 1p—— .
i, = aPp== n+1e"
t =0 CnCn 1p_2®2
* 11 p— it
+ ChChi1P=— ne
=1 2(@2
I {z }
R 1 1p——
n! m+1: ‘ — — m+1e ™
m:OCm 1Cm|9—2®2

1ip

+1 daé' +€&™ =2cos(t
& n a e cos(t)

. R 1
i, =2cos(t) CnCn+1 %

n=0

— P —
hxi, = = cos(t ) L |
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txi oszilliert mit der Frequenz! . Entscheidend dafAir ist die GI.(14.3), d.hl,m »

in+1;m + ini Im-

. . P5P - . . .
Esisthxi, = @2 ﬁzo cncmlp n+1;hi, = Ixi,cos(t ). Andererseits folgt direkt
mit A(x; 0) = Noez® i x0)*;

hXiO = Xp
und damit

i, = Xgcos(t ) (14.5)

Der Mittelwert der Koordinate des Teilchensoszilliert mit der Frequenz! wie
ein klassischer Oszillator. Wir haben damit nochmals da€orrespondenzprinzip
veri ziert.

14.4 Diskussion der ParitAt

Die EF des Oszillators haben eine Eigenschaft, die eine zemgrdRolle in Physik
und Chemie spielt:

Die EF u,(x) sind alternierend geradeund ungeradeFunktionen von x, d.h. fAr
x i xgiltu, ! u,flirgeradenundu, ! i u, fAr ungeraden (siehe Abb.
1.1).

Diese Symmetrieeigenschaft heivRaritAt . Sie ist eine Konsequenz davon, da¥

A =i - & + Ikx? invariant ist bezAiglich der Operatiorx ! j  x:

At A

Allgemeiner de nieren wir einenParitAtsoperator P
De nition:

Pu(x) = u(j x) (14.6)

P ist ein linear hermitescher Operatoy denn

a) P ist linear
Pu+v)= P(u)+ P(v)
Pcu= cPu

b) P ist hermitesch

Z 2
dxu®(x)Pv(x) = dxu®(x)v(j x) =
2 g 2
(G d)u(i x)v(x) = dxu’(i X)v(X)

1Z il

= dxv(x) hlﬁ u(x)i ’
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Eigenwerte des ParitAtsoperators

Pu(x) = pu(x) (14.7)

Es folgt
P?u(x) = pPu(x)

Andererseits ist

P2u(x) = u(x); alsop?=1 (14.8)
p=81 (14.9)

p = +1 heivit gerade ParitAt(geraden beim Oszillator)
p= i 1 hei%stungerade ParitAt(ungeraden beim Oszillator)

Falls B (; x) = B (x), dann kommutiert P mit H. Denn:

Iﬁsﬁu(x), = B x)u(i x) = B)u( x) = I4(x)3lﬁu(x), (nach Def.)
Also
PH = AP
hlﬁ;lqi =0:

Wir wissen \bereits:
Falls P;¥ =0, gibt es Funktionen A,, die gleichzeitig EF zuH und P sind.

Im Falle des Oszillators haben wir dies explizit gesehen: DieFEu,(x) von H
sind gleichzeitig EF vonP mit Eigenwert § 1.

Die ParitAtsoperation ist ein elementares Beispiel ein€ymmetrieoperation Sym-
metrien sind von zentraler Bedeutung in Physik und Chemie.
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Wir haben bisher nur eindimensionale Bewegung betrachtet. 12 und 3 Di-
mensionen kommt insbesondere dRotationsbewegungls neues PhAnomen dazu.
Als Vorbereitung der Beschreibung des Wassersto®atoms, in dem eiiclites Elek-
tron um ein schweres Proton kreist, betrachten wir allgemeiniel Beschreibung von
Kreisbewegung in der Quantenmechanikine weitere Anwendung ist die Beschrei-
bung der Rotationsbewegung von MolekAilen

15 Drehimpuls und Drehimpulsoperatoren

Als einfachstes Beispiel betrachten wir di&reisbewegung eines Teilchena der
Xi Yi Ebene

Klassisch entspricht dieser Bewegung d@rehimpuls

C=m+rEv=+£P (15.1)

mit 01 0 1 0 1
X Px 0
= ByX ;p= Bpkx;C= B0k
0 0 L,
C ist ein Vektor, der senkrecht auf der Rotationsebene steht.

De nition des Vektorprodukts:
3

~a£’b,X: ayb, i ahy
ﬁﬁby:azk&i ax by
aE’DZ:aXh/i ay by

Also:

Ly=Ly=0; L, =Xpyi Ypx
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Um den quantenmechanischen Operatdt, zur erhalten, ersetzen wir die klassi-
schen Impulse durch Operatoren:

_~@ ,_-@
b= Tex VT T ey
Damit A @ @!
L, = T X@)) y@x (15.2a)

Allgemein (d.h. Rotation um eine beliebige Achse) ist der Drehipulsoperator ein
Vektor "
X
= %Cy§
C,

mit (zyklische Vertauschung)

Lo

Co=1 v&i z& (15.2b)
y =7 28 x& (15.2¢)
L, = 7 X@@X' y@@y

i

Wir berechnen nun denkommutator [,: Cy . Diese Kommutatoren spielen eine
Ahnlich wichtige Rolle wie "], etc.

A 1A !
2 @ @ @ O

any = Ay@i Z@y Z@XI X@Z
... ,00 @ 6 .08, @@
7 Jenex Yex et * eex ez
o 2@ @ e @
ybx = 1

AZ@X' Yoz Yo7 “ey |
ee ,0e@ @, @ 0O

+ X— + XZ

Yaa? - @ey Yoz ‘ey ‘ew@y

|
)

Also
h i
Lty = by i B0,

-2y @ @ . 0 y @
L @x ey | ey ex
- @ @.—I~C

(15.3a)
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Analog (zyklisch):

2 H
L] T

Cy;C, =i~Ly (15.3b)

= H
T I

;0 =i~C, (15.3c)

Diese Kommutator-Relationen k&Annen wir auch aBe nition der quantenmecha-
nischen Drehimpulsoperatoren au®assen. Dieses Konzept ist allgarar als unsere
Ausgangsvorstellung von einem kreisenden Teilchen. Beispial éfnen allgemeine-
ren Drehimpulsoperator: Spin der Elementarteilchen.

Folgerung aus (3): Da did; nicht kommutieren, kannnur eine Komponenteohne
UnschArfe gemessen werden. Wir kAnnen also immer nur eine Komepite (kon-
ventionell ,) exakt spezi zieren.

Schlie¥ilich betrachten wir noch daQuadrat des Drehimpulsoperators.
Def.:

(2= [Cof = [2+ (2+ (2 (15.4)

Es folgt nach elementarer Rechnung&bung)

20, = e, = ot 20 (15.5)

('2 und [, sind also einkommutierendes Paar von Operatorennd kAnnen gleich-
zeitig ohne UnschArfe gemessen werden.

Alle RotationsvorgAnge lassen sich viel einfacher in sphArischderPolar-Koordinaten
beschreiben. In drei Dimensionen ist die De nition der Polarkadinaten r; p; A:

x = r sin (W) cos )
y = r sin (W) sin (A)
Z=rcos(

3
F= X2+ y2+ 22

2
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g Polarwinkel
f Azimuthwinkel

X

FAr zweidimensionale Rotation (inkj yij Ebene) sindZylinderkoordinatengeeig-
net

X = Ycos @)
y = Y¥sin (A
z2=12

s 1
1= X2+y2 2

Als Beispiel wollen wir veri zieren, da¥4, in Zylinderkoordinaten und Polarkoor-
dinaten gegeben ist durch

.= & (15.6)
FAIr eine beliebige Funktiorf (x;y) = f (¥5; A ist

@f_@efex, @@y

QA @)@A+ @A (Kettenregel)
%} i ysin(A) =iy
g%\: Yeos @) = x

@f_ @f  @of

= 4+ X—

@A ' Yax “ay

Also

- y@. ,,@
= Xayl Yox

@
@A
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Damit ist (15.6) veri ziert.

Auf analoge Weise 1At sidi? durch Ableitungen nach¥z; u; Aausdriicken. Eine
IAngere Rechnung ergibt (Leving5.3)

3

~
L]

CZ = 2 L@@u Sinu@@u + ﬁ_u@ﬁﬂ (157)

sinp

Man sieht noch einmal, dat, und ['2 kommutieren, da die Koetzienten von('2
nicht von A abhAngen.
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16 Eigenfunktionen von [*, und [?2

Wir lernen hier ein weiteres elementares Beispiel von Quasigrung kennen.

16.1 Eigenwertgleichung von [,

CLAA) = AA (16.1)

also @
~—AA) = A(A
: @'@( )= AR
Die LAsung ist o®ensichtlich: .
A= Ae-A (16.2)

Damit die LAsungsfunktion eindeutig ist, mu¥. gelten

A(A+2) = A

Dies ist wieder eineRandbedingundir die LAsungsfunktio\. Die Randbedingung
fAihrt zur Quantisierung

A(A+2Y) = e A(A)
et 2 =1
1—‘21/45 =m2¥%); m=0;81,82:::

Also gilt

= m-~; m=0;§1;§2;:::‘ (16.3)

und wir erhalten die Eigenfunktionen

5

An(A) = Apem (16.4)

Die verbleibende KonstanteA, ist durch die Normierungbedingung

y 2
iAn(A)j2dA= 1 (16.5)
0

festgelegt, wasA, = 1=IO 2Y,ergibt. Die Eigenfunktionen lauten daher

An(A) = pLemh (16.6)

2Ya

Der Drehimpuls(’, ist also quantisiert: jede Messung vofi, kann nur ein Viel-
faches von~ liefern.
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Energie der (zweidimensionalen) Rotation:
Die klassische Formel fAir diRotationsenergiein x j yij Ebene ist

_ L _ 1L

S 2mr2 21|
wobeil = mr? das TrAgheitsmoment ist. Der quantenmechanische Hamiltonepe
rator ist also

— 1
H = A2

Eigenwertgleichung fAir die EnergiezustAnde

(%A = EA (16.7)

Aus [*,A = m~A folgt sofort ['2A = m2~2A. Die EigenfunktionenA(A) von [, sind
also auch Eigenfunktionen vort! mit den Eigenwerten

E,. = Lm2-=2 (16.8)

Dies ist analog zur freien Bewegung: Impuls-EigenzustAndedsiauch Energieei-
genzustAnde.

Alle ZustAnde mitm 6 0 sind zweifach entartet A,, und A, ,, haben gleiche
Energie. Entspricht verschiedenem Drehsinn.

AbschlieVsend betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte eis Teilchens inmj ten
Drehimpulszustand. Es ist

o 1 .5 s 1

iA A-2: = dMmAgiimA -

(A= 58 24

unabhAngig vonA. Wir haben also keinerlei Information Aber die Position des
Teilchens. Kenntnis des Drehimpulses schlie¥t Kenntnis des €xtaus.

16.2 Eigenwertgleichung von  [2

Wir wollen die LAsung dieser partiellen Dfgl. in 2 Dimensionédrier nicht explizit
durchrechnen. Dies ist ein Problem der mathematischen PhysiRie LAsungen
sind die Kugel°Achenfunktionen  (Wellenfunktionen eines Teilchens auf einer
Kugelober°Ache) Wir diskutieren hier deren Eigenschaften.ér Details: s. Levine
x5.3

e, SN E, + =MW YmA= i 10+)Ym(WA; 1=0;12:
(16.9)

"
LIL|
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Die Yim (1; A sind also die Eigenfunktionen vor{*2:

C2Yim (1A = ~21(1 + 1) Yim (1 A (16.10)

Sie sind explizit gegeben durch

j h P S o
Yim (W, A = 251G 2 P (cosp)em (16.11)
Es ist
[=0:;1;2:::
m=iljl+1;:::0:::01 1l

o®ensichtlich: ) )
Yim(A = YA (P ist reell)

Die P"(cos}) sind die Legendre-Funktionen. FAmM = 0 reduzieren sich dieY),
auf die Legendre-Polynome

3 1

Yio(W) = %5+ * Pi(cosp) (16.12)

4Y4

Aus der expliziten Form derY, folgt sofort

CzYIm (pw'é) = M~Yim (UaA) (16-13)

Die Yim sind also Eigenfunktionen sowohl vort2 wie [*,. Dies ist mAglich, da(*2
und ', kommutieren.

Die Quantenzahll legt den Betrag des Drehimpulsegest:
s -
EW (2 =-2(1+1); 1=0:1;2:::
Die Quantenzahlm legt die Projektion des Drehimpulseswuf die z-Achse fest:

3

EW £, =m~; m=;jl::::l

Die Werte von L, und Ly sind vollkommen unbestimmt, da sie der UnschArfe-
relation unterworfen sind. Eine anschauliche Darstellung (Wormodell) ist in
Abb. V.1 gezeigt.

Energie der dreidimensionalen Rotation:

Der klassische Ausdruck fAir di€nergie der Rotationist
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Abb. V.1: Klassisches Bild der Projek-
tionen des Drehimpuls{Vektors auf die
z{Achse

Hamiltonoperator der dreidimensionalen Rotation

A= 12

Die Y;m sind also auch die LAsungen der (zeitunabhAngigen) Schnéeligleichung
fArr die Rotation in 3 Dimensionen

AYin (1A = 510+1) Yin (5 A (16.14)
Der Energieeigenwert

Ei=1(1+1); 1=0;32::; (16.15)
hAngt nicht vonm ab. Wegenm = j I;:::;| gibt es also 2+ 1 Eigenfunktionen zu

E,: der Energieeigenwerk, ist (21 + 1) fach entartet. Die Energie der Rotation
hAngt nicht von der Orientierung vonl* relativ zur zj Achse ab.

Abschlie¥send bemerken wir, da¥ d¥, (1; A eine Beispiel fAir einorthogonales
und vollstAndiges Systeron Eigenfunktionen sind. Insbesondere ist di@rthogo-
nalitAtsrelation

Ry, < R I -
& dA T dcosuYE (1 A Yiano(; A) = Hjotmo (16.16)

Eigenschaften und anschauliche Interpretation deY,,, werden wir im Zusammen-
hang mit Atomorbitalen noch ausfAihrlich diskutieren.

Folie V.2 zeigt die expliziten Ausdriicke fAr die niedrigsten,, (I =0;1;2;3).
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Kugel°AchenfunktionenY,, (; A

=1 _Yu= 2 sinuet
Y11 ;Slnué A
8 g__3 . .
— 5 .1
%YZO‘ 2w 2COSHI
=2 _Yp1= L sinpcospé
§ 19 5o 52
“Yos2= 7 F2Sinfpe?
8 q__3 .
— 7 5 . 3
Ys0= 4 2COSHj 3cosy
Yas1= 3 ZLsinu(5codpi 1)e’
| =3 .
Yasz = 1 2 sin? pcospe 24
q

35 sin® e 3A

_ 1
Y53= 7 3,
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Das H-Atom, bestehend aus Proton und Elektron, ist das einfachestAtom und
auch das einzige, das wir quantenmechanisch exakt behandieBmnen. FAr das H-
Atom kAnnen wir die stationAren ZustAnde eines Elektronse dog. Atomorbitale,
exakt berechnen. Die Resultate sind au¥erordentlich wichtiggs@asis von Modell-
vorstellungen, die sich qualitativ auf komplexere Atome sowidolekAile Abertragen
lassen.

Die Bewegung des Elektrons im H-Atom ist im wesentlichen eine Rwion
ym den Atomkern. Mit der Behandlung der Rotation im dreidim&sionalen Raum
(2:(*, im letzten Kapitel haben wir bereits wesentliche Voraussetzgen fAir die
guantenmechanische Behandlung das H-Atoms gescha®en.

17 Hamiltonoperator

Wir betrachten ein Elektron, das mit einem Proton Aiber die Gulombkraft

V(r) » & wechselwirkt. Dam, ¥ 2000m,, ist es eine gute NAherung, die kineti-
sche Energie des Protons zu vernachl&ssigen, d.h. das Protoint im Ursprung.
Damit haben wir ein EinkArper-Problem (Genauer: Separation in Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten, s. Levine x6.3)

Damit

54

H®H= —+V(H (17.1)
o 1 2Mm g

o= Bp% o es ByR
P z

(klassische Hamiltonfunktion fAir das Elektron)

Wenn wir die Kernladung Z betrachten (um z.B. He* beschreiben zu kAnnen)
haben wir

ze? 1

V(¥ =i 41/4"61.?].
17.2
_ . Ze 1 (17.2)

Tt Ty 22
Damit wird der Hamiltonoperator
_. 2 @, @, & . ze 1

A=im it eyt o1 | waPors (17.3)

Charakteristisch fAir das ProblemV hAngt nur vonr “ j + ab. Sogenanntes \Zen-
tralfeld". Wir gehen daher Aber zuPolar- oder Kugelkoordinaten(r; u; A)

X = r SincosA
y = I SinpcosA (17.4)
Z = rcosy
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O®ensichtlich ist das Potential besonders einfach in diesen Kdoraten:

V= fl/e;% (Coulomb-Potential) (17.5)

(es hAngt also nicht voru und A ab).

Das Problem ist nun, den Operator der kinetischen Energie im;{;A) auszu-
driicken. Wir haben diese Umrechnung friher am Beispiel von
A !
£, =~ 2, ,Q _-@
@y '@x ~ i @A
durchgefAihrt. Eine analoge, aber etwas langwierige Reahg ergibt fAr die kine-
tische EnergieT:

T\=i~—2r~2'i~—2¢'i @ @ ., @
ZT ( 'gm ! 2m @)’( @9 @% ) (17.6)
. 1e ,0 1@S,n@+ 1 @
“'2m rz@r @r  rZsinp@u u@p r2sif p@A

0 gl
~ : Gradient-Operator %p%y

@@@

¢ : Laplace-Operator — + =
place-=p @: @y @2

Also: V wird einfacher, T wird komplizierter in Polarkoordinaten.

Wir kennen bereits den Operator

2 - \2 2 2_.,_2“1@?- @, 1 @
C —Cx'l' Cy+ CZ_I —@ Smp‘@u-l_g_nz_u@ (177)

(Quadrat des Drehimpulsvektors).
Damit

3

fo; 2,8 2@ 4 (2 (17.8)

I 2mr2 @r @r 2mr 2

Wir haben damit allgemein derrHamiItonoperator fAir Zentralpotentialev = V(r):

2
Iq =0 Zmr2 gr rzgr + 2mr2 + V(I’) (17'9)

1. Term: Kinetische Energie der Radialbewegung
2. Term : kinetische Energie der Winkelbewegung Also

2

H=T+ sz F V() (17.10)
mit X @ @
T, = | omr @ r? G (17.11)
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18 LAsung der SchrAdingergleichung

Ru (A = Eu (A (18.1)

Die u sind die stationAren ZustAnde (Atomorbitale).

H enthAlt den Operatorzf]%, dessen Eigenfunktionen wir bereits kennen. Wir

machen daher den Ansatz

( u(r ;A = R()Yim (1A (18.2)

)

2

T + V(I’) + 2mr 2 R(r)YIm = ER(r)YIm (Uy'é)

Es ist
2R Yim = ozl (1 + DR Yim (154 (18.3)

Damit ( , )

T+ V(M) + = —I(+1) R()Yim = ER(r)Yim

2mr?2
Nach Division durchY),, haben wir die sogRadialgleichung

3

f
2

: @
I 2mr2z @r

r%@r’ + 20 +1)+ V() R(r)= ER(r) (18.4)

2mr 2

GewAhnliche DGL 2. Ordnung in der Variablem. Wir k&Annen

V() + 28D = v (r) (18.5)

2mr 2

als eine®ektives PotentiafAir die radiale Bewegung betrachten: Summe aus dem
attraktiven Coulombpotential und dem repulsiven Zentrifuglpotential:

Veff

~1/2

Vei; Spielt eine wichtige Rolle fAir ein qualitatives VerstAndsider Atomorbitale.
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Wir wollen die technische LAsung der Eigenwertgleichung (&8 hier nicht dis-
kutieren. Die Randbedingungen des Radialproblems sind:

lim,, orR(r)=0| A (vergl. Volumenelement in Kugelkoordinaten)

|imr!1 R(r) =0

(18.4) hat einen diskreten Satz von LAsungen. Dies fiihrt Zznex neuen Quanten-
zahl n, der Radial- oderHauptquantenzahlDie LAsung sindLaguerre-Polynome
und es giltn, | +1.

Mehr Details: s. Levinex6.5

Die vollstAndigen LAsungsfunktionen sind:

Unim (I’; IJ,A) = an Rnl(r)YIm (ll,@ (18-6)
Ru(r)= i€ 222 (%) n, 1+1

n+|

i 1 @)

Noi = 2n((n + N3 (18.7)
o= ®; ®, = j:o
a 4Y/43~?

=5:2917£ 10 **m (Bohr'scher Radius)
me?

Die Eigenwerte sind

En=iR1Z225 n=1;23::: (18.8)
Ry = W = Rydbergkonstante = 13:6 eV

Der Index 1 steht fAir die angenommene unendliche Masse des Protons. Die
tatsAchliche Rydbergkonstante des H-Atoms ist

1e4

RH= =0
" T 32232

wobei
MpMe
(mp + me)

ame'

e®ektive Masse
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19 Eigenschaften der LAsungen, Atomorbitale

19.1 Eigenwerte und Quantenzahlen

E, =i Z?R n=1;2;3::: (19.1)

n2

Die Energieeigenwerte hAngen nur vanab, nicht von | oder m.

n hei¥%tHauptquantenzahl

| hei%tDrehimpulsquantenzahl

m hei%itmagnetische Quantenzatfivegen der Aufspaltung dem{Entartung durch
Magnetfeld)

Drei Quantenzahlen, da wir ein dreidimensionales Problem ban. Es ist

n=1;2;3:::
[=0;%2:::nj 1
m=ijlLi(j2:::0:::(05 1)l

FAr die niedrigsten Energieniveaus haben wir folgende Quanzahlen und No-
menklatur:

Orbital Quantenzahlen Entartung
1s n=1 1=0 m=0 nicht entartet
2s n=2 =0 m=0
2p |=1 m=0;81 4-fach entartet
3s n=3 =0 m=0
3p =1 m=0;81 9-fach entartet
3d |=2 m=0;81;82
4s n=4 |=0 m=0
4p |=1 m=0;81 16-fach entartet
4d |=2 m=81,82
4f =3 m=81,8283

Der EnergieeigenwertE,, ist also n?-fach entartet, d.h. es gibtn? Orbitale mit
dieser Energie.

DaYs die Energie nicht vorm abhAngt, ist eine Folge der Symmetrie (Kugelsym-
metrie).

DaY die Energie nicht voih abhAngt, ist eine spezielle Eigenschaft des Coulombpo-
tentials V(r) » 1. FAr andereV (r) ist E = E,, d.h. die Energieeigenwerte hAngen

r
von n und | ab.
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2
/2RI 2

1

0 5 10 15 Zr/a

ad? R/Z3/2

5 zra

a3IR/ZY?

1' a——
3 VALY

Abb. VI.1: Die Radialfunktionen Ry (r) flirn=1;2;3.

19.2 Eigenfunktionen (Orbitale)

Die ersten Orbitale (normiert) lauten

TR !
L1 Z"2 .z
Is: Up=%2z — ¢ a
100 ao
2 (32) %uzﬂ%uz Zrﬂei %o (19.2)
ST U = = P = ap .
200 ao | ao
2 (321/4‘%uz‘ngzrei %0 COS
T Uxp = = = ao
p 210 % A M
(VR |
2 Z %2 7Z oz .
u =(64Y)1 2 =  Zrel 2 sinue
2151 = (64Y) %  a p

Diskussion der Dichteverteilung:
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(i) Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte im dreidimensionalen Raum istagjeben durch

W (6185 A) = jUnm (11 A)j?

W ist unabhAngig vorA, da ugym, » emA  Wir fragen insbesondere nach der
Wahrscheinlichkeit, das Elektron in der Kugelschale zwischenund r + dr
zu nden. Diese Wahrscheinlichkeit ist

2% 71
Wa(r)dr = dA dcospur? drjunm (r; 1 A)j?

7 }

Integral Aber Kugel°Ache

(Integral von W (r; u; A) Aber die Kugelschale)

ErlAuterung:
Das VolumenelemendV = dxdydz in Polarkoordinaten ist

dV = r2drd cospdA

Das Integral Aiber den Raum ist

z 2 z 2n
dvV = r2dr dcosu dA
0 il 0
Es ist
7 0 2 _
dcosp= i sinpdu=  sinudp= i cosgy =i (j 1i 1)=2
il Ya 0
2V
dA= AZ'=2v
0
yal 2Y
dcosp  dA=4Y, voller Raumwinkel
iz °z
dVv =4Y r?dr
Es ist
2% 7l
dA  dcospjYim (1;A)% =1
0 il
Damit
Wo (r)dr = NAr2R2 (r)dr (19.3)
2

W (r)dr =1
0
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0.1

0.1

0.02
n=2,l=0
0.01
[ [ |
5 10 15 0 0.5
0.02
{ n=2,1l=1
| 0.01
|
' L1 Lt
A 10 15 0 05
n=3,1=0
! o T S T T A A )
5 10 A 15 20
L I A PO N VO S A A N O -
5 10 A 15 20 25

Abb. VI.2: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung wy, (r) des Elektrons fiirn = 1;2; 3.
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Bis auf den Normierungsfaktor ist alsa?R?2 (r) die gesuchte Wahrscheinlich-
keitsverteilung.

FAr grAYera und niedrigel ist die Dichteverteilung schalenartig struktu-
riert. FAr 1 = nj 1 Maximum bein?a.

Der Mittelwert des Abstandes im Zustandn;| ist

A4
hri, = drrwp(r)

°y (19.4)

iNpj?  drreR2(r)
0

Das Integral ergibt

ITinI — n2ag 1+ 1% 1; I(li 1) (19.5)

z 2 n2

Also fri » % fAr grovaen.

Die Hauptquantenzahl bestimmt also nicht nur die Energie, sonde auch
den Abstand des Elektrons vom Kern (Schalenstruktur der Atome)

(i) Die WinkelabhAngigkeit der Wahrscheinlichkeitsdich:

W hAngt nicht vonA ab.
FAr festeg gibt jYin (1; Aj* = jP™ (Wj® die Wahrscheinlichkeit als Funktion
von |

Polardiagramm: Zeichnejlej2 als Funktion von .

z
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cofq

P 1=1;m=0: P2» cosu

m/\s"‘zq
vvl y
l=1;m=1: P{=sinp

Beachte: Dies ist nicht die Wahrscheinlichkeitsdichte in drdimensionalen
Raum.

Die Dichteverteilung im Raum ist schwer zu zeichnen, da man daf 4 Di-
mensionen brAuchte.

Die qualitative Form der Orbitale hAngt nicht sehr wesentlic von der Form
des PotentialsV (r) ab. Gilt damit allgemein fAr Atome. Die Kenntnis der
Atomorbitale bildet das Grundprinzip fAir das qualitative VerstAndnis der
chemischen Bindung.

In der Chemie verwendet man eine leicht modi zierte Form der Mitale,
die auschaulicher ist. Dazu gehen wir zurfick zu den Funktiamel,, und
beachten, da¥s wir Funktionen zu verschiedenanbeliebig linear kombinieren
kAnnen, d.h.

XI

Cm Unim

m=j |
ist wieder eine LAsung der SchrAdingergleichung zum gleitkEigenwert (je-
doch im Allgemeinen keine Eigenfunktion zI, mehr). Insbesondere bilden
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Abb. VI.3: Versuch einer dreidimensionalen Darstellung de Dichteverteilungen der Ato-
morbitale f&rn = 1;2; 3.
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wir
1
P—é (U211 + Uzg; 1)

Bzr & gh + g A

= (32Y) ? €' 220 sinp 5

= (32Y)' 2 e %o sinpcosA

M- T2 A . LA
1o Z2Zr o . etjoe
=(32%'2 — —¢€ o sinp————
(32Y) % aC SiH—
.1 . Zr .
=(32%"'2 — —¢' 20 sinusinA
(32%) a H
Damit haben wir neue Orbitale, die wir y; 2py; 2p, nennen:

1 i;“Zﬂ%Zr Pz ;
2Py = p—é(u21l+ Uy, 1) = (32%)' 2 a ge 2a9 SiNLCOSA

20, = = ( ) wzmi%géjgéiif' inA  (19.6)
= —(u i Uons = e 242 SInusin .
Py 5 2111 U2z 1 a a M
M- T2
1 Z 27 oz
2pZ = U210 = (32:1/;I 2 % ael 2ag COS“

Diese p{Orbitale sind IAngs dek;y; z{Achse orientiert. Sie sind au¥erdem
rein reell. Ahnlich kinnen wir die 3d{Orbitale ( = 3;| = 2) umschreiben:
Seils= 2L

1 HzTE s ’

Uspo= —P— — 14e 3 3codyj 1
207 81" v, ao Hi

1 MWzT3 y

Usos 1 = goPp P~ " 130 5 sinpcosue A
1 Mz y
Usoso = TP ~ Ysel 5 sin? uet 24
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1 HzT3 2 2 ’

3d,2 = u el 3 3co 1

i o Teel A .
%1 (Us21 + Usp; 1) = ? LlZﬂ%l/ﬁe'ssm COSHCOSA

=(U321 32 1 84197/ a L cosu

p 5 M ﬂ 3
=(Us21 i Usz 1) = ﬂEZF Z 1/§e' 3 sinpcospsinA
! 81 Y ao

1 HzT3
3d,2. v2 = P—(Uzpp + Uz 186 3 sin? Lcos(2A
X2 y2 9—2( 322 32 2) = 5!971/4 2 Hcos(2)

3d ! (u Usp; 2) = —p}—uzﬂl/?e'ssln sin(2A)
xy = | 3220 Uz 2 81" 2, a 9}

3dy,

o

1’>dyz=I

Die Nomenklatur ist o®ensichtlich, wenn wix = ¥sinpcosA;y = ¥sinusinA;
z = Yxosy einsetzen. Die transformierten Orbitale sind wiederum reellna
geometrisch leichter zu interpretieren.

Am Beispiel des H{Atoms haben wir den Begri® des Atomorbitals keen-
gelernt, d.h. stationAre ZustAnde eines Elektrons im Comibfeld des Atom-
kerns. Wie wir noch sehen werden, spielt dieses Orbital{Konzepine zentra-
le Rolle fArr die Beschreibung der Elektronenstruktur von Mealektronen{
Atomen. Das entsprechende Konzept bei MolekAilen sind Molatwhitale,
die ihrerseits aus Atomorbitalen aufgebaut werden.

In Gegensatz zum exakt behandelbaren H{Atom sind Systeme mit meh
ren Elektronen nur noch nAherungsweise zu behandeln. Wir ssén daher
zunAchst grundlegende NAherungsverfahren fAir die Quantenhanik von
MehrkArpersystemen kennenlernen.
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In der quantenmechanischen Beschreibung von Atomen und Mokgllen haben
wir im Regelfall die zeitunabhAngige SchrAdingerglaicly zu IAsen

Ra( #1420 = B Frifain)

Abgesehen vom Wassersto®{Atom und dem harmonischen Oszillator #trer ist
ein vereinfachtes Modell fAir Schwingungsdynamik) gibt esukm praktisch inter-
essante FAlle, fAir die die Eigenwertgleichung exakt gelfstden kann.

NAherungsmethoden spielen daher in der angewandten Quantestranik eine
zentrale Rolle. Die beiden wichtigsten Methoden wollen winidiesem einfiihrenden
Kapitel kennenlernen: dieVariationsmethodeund die StArungstheorie Praktisch
die gesamte Quantenchemie basiert auf diesen beiden NAheruretboden.

20 Dirac'sche Bra{Ket{Notation

Wir flihren an dieser Stelle eine Vereinfachung der Schredige ein, welche formale
Rechnungen im Rahmen der Quantenmechanik wesentlich erltgrt.

Operatoren begegnen uns Ablicherweise im Integralen mitrfkiionen, z.B. im
3. Postulat DE Z
A = dx:A%(x:)AAX::)

Eine wichtige Rolle spielt auch das Skalarprodukt von Funktinen
z
dx:: AP )AX: )

Insbesondere fAir Systeme mit vielen Teilchen ist das Ausschreilaéeser Integrale
sehr mAthsam.

Wir de nieren(Dirac'sche Bra{Ket{Schreibweise):
D - g Z

An AR, dxii A ARN(X: ) (20.1)

Noch kompakter:

D g Z . .
Amn = mATN dx:o AL () AR (X)) (20.2)
m: n sind dabei Indizes, mit denen wir Funktionen aus einem abzAhten Satz
von Funktionen kennzeichnen.

Integrale vom Typ A, treten sehr hAu g bei quantenmechanischen Rechnun-
gen auf und hei¥zen \Matrixelemente". Die Gesamtheit der Elemie f A, g kA&nnen
wir als Matrix au®assen

A=fAmg
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Wie wir sehen werden, ist das Rechnen mit Matrizen typisch fAr Arendungen
der QM.

FAr den Spezialfald = 4 haben wir
y
PAL AT hmjni”  dx:oc AL (X:)A(X::) (20.3)

also das Skalarprodukt der Funktioner,, und A,.

Es ist
uz B B o Z N N
mjni® = dxAL (X)AN(X) = dxAn(X)A;(X) =
z
= dxAN(X)An(X) = M jmi
fmijni®=mjmi (20.4)
Speziell ist flirm = n:
z z
mijni= dxA2)A(X) = dxjA,(x)j? (20.5)

| ni ist reell.
M j ni hei¥st die Norm der FunktionA, (x).

Bedingung derHermitezitAtin der verkAirzten Schreibweise:

zZ . D - E
i.S.: dxAZ()AA(X)= mAN = Am
Z 3 g -Z 3 ‘. a D - - E,
reS.: dx AA, A,= dxA? AA, = nAm =A%
Also
D "E D-Z E
mAn = nAm

Amn = Afn (20.6)

Die Matrixelemente eines hermiteschen Operators bilden eitnermitesche Matrix.

Als Beispiel fAir das Rechnen in der Dirac'schen Bra{Ket{Notatin betrachten
wir das Eigenwertproblemeines Operators&

AjAi = jAi

Als LAsungsansatz entwickeln wir die gesuchte Funktioh nach einem Satz von
bekannten orthonormierten Funktionenj A,i (Beispiel: Eigenfunktionen des har-
monischen Oszillators)

hAnJAn;(' = fm
JAI = cj Adi

n
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Diese Entwicklung ist konvergent, wenn der SatfA, g vollstAndig ist.

Eingesetzt:
X o X o
A ihi=,  cjhAi
x "o X
GA Al =, coj A
n n

Multiplikation mit A7, und Integration ,élber alle Variablen:

X CAEl X A A
ncnli{zAn e ncnm1&ﬁi
Amn
‘P G Amn G = ,cm‘ (20.7)

Matrix{Vektor{Schreibweise:

A=fAmnmg ; c=fcng
Ac = ,cC (20.8)

5

Eigenwertproblem der Matrix A.
Das Eigenwertproblem des Operatord ist damit auf das bekannte Eigenwertpro-
blem der quadratischen MatrixA zurfickgefAhrt.

FAr spAtere Rechnungen ist es sehr nAitzlich, da¥ man diesttidigkeit des
Systemsf A,g durch folgende Gleichung ausdriicken kann.

jAdi hA, = &

n
Einheitsoperator: 1 jAi = jAi fAr alle A

Wir veri zieren dies wie folgt:
RiAi =,
X R ~
A" jXn.ihA,jAi = | jAi
X n
AijX.ihA,jAi = | jAi
n
Multlpllkatlon m|t A2 und Integration:
Am A An JA] = L Ay jA
PRy = Py Ay

"R
AmnCi = ,Cm

n
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21 Variationsrechnung

21.1 Das Variationsprinzip

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Vorbemerkungen.

Gegeben sei ein HamiltonoperatoH, den wir im Augenblick nicht genauer
spezi zieren wollen. Im allgemeinen haHH einen unendlichen Satz von Eigen-
zustAnden, die durch die Quantenzalm numeriert werden

Bj2.i=Enj2ai (21.1)
n=0;1,2,3:::
Eo- E1- E,-

Wir wollen hier nur den Fall von diskreten Energieeigenwertebetrachten. Meh-
rere E,, gleich: Entartung von Eigenwerten (d.h. mehrere EF zu eine@W).

Allgemein gilt:

(i) K ist hermitesch
(i) die E, sind reell
(i) die @ |, sind orthonormiert, i ,j2 i = #n

(iv) die j2 i sind vollstAndig, d.h. jede Funktiorj©i mit demselben De nitions-
bereich und denselben Randbedingungen kann als Linearkomdgion der
j2 n1 dargestellt werden

X
jOi = j@ai C, = I LjCi

X
jOi = P jOij2 i (21.2)

n

P .. . .
Formal:  ,j@ ,ih? ,j=1:

Die Fragestellung in der Quantenchemie ist in den meisten Féil die mAglichst
genaue Berechnung voi, (Energie des elektronischen Grundzustands).
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Wir wollen nun das sog.Ritz'sche Variationsprinzip formulieren:

Satz: g
Sei™© eine normierte Testfunktion (mit den richtigen Randbedingagen)
d.h. D - E
©© =1:

Dann gilt D - - E

©H© . Eg (21.3)
wobeiE oeie exakteGrundzustandsenergie ist. Das Gleichheitszeichen glt,
wenn © = j2i.

Der Beweis dieses grundlegenden Theorems ist einfach: Wirdeth

D--E x D ED - - ED ZE
o ®©® = ©op, 2, B2, 2,0
D > E
an—ﬁ—am :ﬁlnjEmjami
:Emhanjami
= E..+
D --E x b "g" " E
©OH© = ©j@, E, 2, ©
D--E"x D -E
oH© = E, 23,© "
n
AuYserdem ist
D-_E x D ED - E x Db Z E
1= ©© = ©p@, a,0 = a4, ©
n n
Damit
D - — E X D T E5 X D T ES
©OH™®© | Eo= E, 2,© § E¢ 23,0©°"
xn j:) :I']Er2
= (Eni EO)_an_©_
n
DaE, ., E, fAr allen, ist also
D - — E
©H© i Eg, O
D - E
Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn allé , © mit n > 0 verschwin-
den; dann ist: - E
© "2,

Ein wichtiger Aspekt des Variationsprinzips ist, da¥% es auch eifriterium fAr
die QualitAt des NAherungslAsung liefert: je niedriger demergieerwartungswert,
umso besser die Wellenfunktion.

Die praktische Anwendung des Variationsprinzips erfordert
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(i) einen Ansatz fAir die (normierte) Testwellenfunktion mit wariablen Parame-
tern.
D - - E
(i) Berechnung von © B~ © .
D - - E
(i) Bestimmung des Minimums von © ¥~© als Funktion des Parameter.

- E
Der Ansatz fir © basiert in der Regel auf phyBikalischEr Einsicht in die Struktur

des betrachteten Problems. Die Berechnung vor® 1 "® mag technisch aufwen-
gig—seingist im Prinzip aber immer mAglich. Die AbhAngigkeiles Funktionals
©H© von den Parametern kann kompliziert sein und es kann viele Mina

geben; die Bestimmung der besten LAsung kann dann sehr schwiseéiy.

21.2 Das lineare Variationsproblem

Die Variationsrechnung wird besonders einfach, wenn die Tastiktion nur linear
von den zu variierenden Parametern abhAngt, d.h.

© = ¢j@i (21.4)
i=1
Dabei sind diej©;i ein Satz von fest vorgegebenen Basisfunktionen, die keine va-
riablen Parameter enthalten. Wie wir sehen werden, fAthrt eiBestimmung der

optimalen Koezxzienten ¢; zu einem Eigenwertproblem, ist also routinemAYzig nu-
merisch |Asbar.

Wir wollen uns auf den Fall von reellen und orthonormierten Bsisfunktionen
beschrAnken. Komplexe Funktionen werden in der Quantenchie kann benAtigt.
Den Fall nichtorthogonaler Basisfunktionen werden wir spAt@och kennenlernen.

D - E D - E
Wir bilden ©®© und ©H™© mit dem Ansatz (21.4):
D - E X X (:,2
©0© = ¢ h©j© | = <

i GG |_'Hz_‘} i

Also
=1 (21.5)
- E
damit © normiert ist.
- D - - E
OHR© = c¢g ©H©

Die Elemente D



VIl 21. VARIATIONSRECHNUNG 94

denieren die Darstellung des Operator$! in der Basisfj ©,ig. Die Matrix H ist
reell symmetrisch, d.h.

Hj = H;i  \Hamilton-Martix"

o¥© =, Hjcg (21.6)

Das Minimum (genauer: Extremum) ergibt sich nun aus
D - - E
@ ©H© =0; k=1;:::;N
@¢
Eine Schwierigkeit besteht noch darin, da¥ die Koezzientery ¢ ¢dy nicht un-
abhAngig sind, da die Normierungsbedingung (21.5) erfAllirsenu¥s. Die BerAick-
sichtigung dieser Nebenbedingung erfolgt mit déethode der Lagrange{Multiplikatoren

Wir de nieren das erweiterte Funktional

L(c.tt6 E)= OB © | E OO
X X 21.7
= Hjcgi E & (21.7)
ij i
Der zusAtzliche ParameteE erlaubt es uns,
g=0 (21.8)
zu setzen fAir allk = 1 ¢ ¢l .
Es ist
@ “ H * H
_— SO0 = . . e
@@ ; IJCIC] jx jkC] i ik Gi
=2 Hjg; daH symmetrisch
j
@L X
— =2 Hyc i 2Ec =0 21.9
@c j kG i K ( )
" Hyg = Eg (21.10)

In Matrix-Vektor-Schreibweise:
H=fH¢g ; c=fag
(21.11)

Eigenwertproblem der reell-symmetrischen Matrip .

Da H eineN £ N-Matrix ist, liefert (21.10) N Eigenwerte E, ¢ ¢Ey; ; und
zu jedem EigenwertE; einen Eigenvektorc(". Die Eigenwerte seien ensprechend
Eo - Ei1 - En,; 1 angeordnet. Der kleinste EigenwerEy hat die Bedeutung der
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optimalen Grundzustandsenergie. Der Vektoc©® liefert in eindeutiger Weise die
optimalen Koezzienten fAir den Ansatz (21.4). Mit

Z E XN
© = d?jgi

ist also D

Beweis sei erwAhnt, daf; eine variationsmAYiige AbschAtzung fAr den ersten
angeregten Zustand darstellt, d.h.

D - - E
E]_: ©1—|q_©1 s El
_ E W
© = Pjei
i=1
Entsprechendes gilt fAi = 2;3;:::;N j 1. Wir erhalten also mit dem linearen

Variationsansatz gleichzeitig auch NAherungslAsungen fi Bnergie und Wellen-
funktionen der angeregten ZustAnde. Die QualitAt der NAbeg nimmt allerdings
mit zunehmendeni ab.

Die Variationsmethode ist das wichtigste NAherungsverfahreemdQuantenche-
mie. Anwendungen werden wir umgehend kennenlernen.
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22 Rayleigh{SchrAdinger{StArungstheorie

Grundidee der StArungstheorie fAir die zeitunabhAngigeh@dingergleichung:
Das Eigenwertproblem

Rjaii=Ej2ii i=0;12::: (22.1)

ist i.a. nicht exakt IAsbar. Es existiere jedoch ein Ahnlich@roblem

=

|40:a © = g0 E © 1=0;1,2::: (22.2)

von dem wir Eigenwerte und Eigenfunktionen kennen. Wir schiteen dann

B = Ao+ HoO (22.3)
Ho= 1 Ho

Wenn die \StArung" K hinreichend schwach ist, werden sich die EF vafi nur we-
nig von denen vor, unterscheiden. Die Idee der StArungstheorie ist, die Zust&nd
j2 ;i aus den? @ zu konstruieren. Beispiel: ein Atom/MolekAl in einem schwa-
chen AuYeren Feld.

FAr die Herleitung der Formeln ist es zweckmAYiig, (22.3) zaetzen durch

R =R+ HO (22.4)

Der Parameter, mit
o-,-1

erlaubt formal das Ein- und Ausschalten der StArung. Am Ende dékechnung
setzen wir, = 1.

Zur Vereinfachung der nachfolgenden Rechnung schreiben wWi2.2) in der
vereinfachten Form
Bojii = EQjii i=0;12:::
Ausserdem wollen wir annehmen, dass die EigenweB&” nicht entartet sind (fAr
die stArungstheoretische Behandlung entarteter Eigenwertsiehe Levine, Kap.

9.5). Mit dem Ansatz (22.4) hAngen die gesuchte®; und j2 ;i von , ab. Wir
entwickeln beide formal in eine Potenzreihe in

A2 =B
E()=E”+ ED+ EP T ¢ee (22.5)
jaii =jiie, 2@ 22 P s eae

- | E
Ei(”) ist der Beitrag n-ter Ordnung zur EnergieE;. Entsprechend ist™@ i(”) die
Korrektur n-ter Ordnung zur Wellenfunktion j2 i.
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Einsetzen der Entwicklungen (22.5) in die SchrAdingergtbiing:

N S of, snef °
Ro+  HO jii+, 2P + 2729 +¢¢¢ (22.6)

n on - E o]
= E9+ EW+ EP +¢ccjii+, 2P +c¢cc

Dies kann fAir alle, nur erfAllt sein, wenn die Koe+zienten aller Potenzen von
gleich sind:

n=0: Bojii = E?jii - (22.7)
o G @ ;s

n=1H,2" +HGIi=EY=2" +EYjii (22.8)
_ E — E — E — E

n=22HR,2® +Hoa® =g0=® L gW=a® 4+ EPjii  (22.9)

usw.

Es ist in der StArungstheorie zweckmAYzig, von unserer normaenvention
der Normierung abzuweichen. Anstatt

Hij2ii=1

fordern wir, da¥ die gesuchte approximative LAsujfy;i die Bedingung der sog.
\intermediAren Normierung"

hjaii=1 (22.10)

erfAllt. In der Tat kann nur die intermediAr normierte WF n eine systematische
Potenzreihe in der StArung entwickelt werden. [ (22.10) géworaus, da%? ;i und
jii nicht orthogonal sind. ]

Mit der intermediAren Normierung folgt
D- _E D- _E
Hjgii=1+, i7® + 2§20 1¢cel

Dies kann fAir alle, nur gelten, wenn

ImY
|4

i2aM =g (22.11)

(22.11) impliziert, da¥. die durch die StArung bewirkte&nderungen der WF or-
thogonal sind auf der ungest@rten WF.

Projektion von (22.7 - 22.9) aufjii liefert mit (22.11)

0 D- —E

EQ = iAqi (22.12)
! D- —-E

EY = i o (22.13)

D- — E
E@ = jHoa® (22.14)
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Die Energien-ter Ordnung ergibt sich also aus einem Matrixelement des Sthe-
rators mit der WE (n j 1)-ter Ordnung. Allgemein haben wir die Gin. (22.7 -

22.9) fAr die? (”) zu lAsen und auschlievsend die GIn. (22.12-22. 14)[{& Y zu
benutzen.

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist bereits-explizit duch (22.13) gegeben.
Wir beschrAnken uns hier auf die Berechnung voa (1) und E( ) (dies sind die

praktisch wichtigsten Formeln). Es ist im Prinzip elnfach, wen auch mMAthsam, die
Korrekturen hAherer Ordnung zu bestimmen.

Aus Gl. (22.8): 3 - 3 .
(0) |q -a (1) |_’|\oi Ei(l) jii

Projektion auf jj i, wobeij 6 i gem,éll/4 (22 11)

DJ SE(0> ,qo “a (1> |—’|‘0 E® —iE
Mit D~ 0.
j Ao = E” hjj
und
Hjii=0 fhiri6|
ist
3 ‘D — E D_- _E
EQPEQ jef = jHY% (6i)
_ b j|_,|\(;.E
Jeote T e
Ei(o)i Ej(O)
N -
Wir haben damit @ ,( )" pestimmt, denn es ist
-~ E X D~ E
AW =" e W
j
also
- P o hjHYii
“di(l) = Joﬁjjl (22.15)

Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dg%¥# i nicht auftritt.

Einsetzen von (22.15) in (22.14) liefert die Energiekorrelt 2. Ordnung
o o D ;I-/f‘;E
- - E X D= ZE | i
e = = i L
j Eii Ej

P oihijHiii 2
Ei(2) _ J'OJE.(JO)% (22.16)
i
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Zusammenfassung:
Die Wellenfunktion ist bis zu 1. Ordnung in der StArung gegen durch

Po hjHY

SN URE (o)”|+¢¢¢ (22.17)

Die Energie ist bis zu 2. Ordnung in der StArung gegeben durch

b~ _E
Ei=EQ+ iHoi + OJhJH¢+ ¢ele (22.18)

E. ©) . E 0)

Man sieht, da¥s man nur Matrixelemente des StAroperators mitgestArten Wellen-
funktionen benAtigt, um die gest@Arten Energie und WF zu baghnen. Wir werden
auf die Formeln (22.17, 22.18) spAter zurAickgreifen.
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23 Der Elektronspin

Wie Uhlenbeck und Goudsmit (1925) entdeckten, besitzt das Elegkn (wie auch
Proton und Neutron) einenintrinsischen Drehimpuls

Im Gegensatz zum Drehimpuls der Bahnbewegung des Elektroms H{Atom,
der durch ganzzahlige Quantenzahler;{n,) beschrieben wird, wird der Spin des
Elektrons durch halbzahlige Quantenzahlens{ ms) beschrieben. Im Gegensatz
zum Bahndrehimpuls hat der Spin kein klassisches Analogon.

In der (relativistischen) Dirac{Theorie des Elektrons ergibsich der Spinfrei-
heitsgrad automatisch. In der nichtrelativistischen Quantenmachanik mu¥s der Spin
des Elektrons als ein zusAtzliches Postulat eingefihrt den.

Es sei daran erinnert, da% der Bahndrehimpuls des Elektrons H{Atom durch
einen OperatorT mit den drei Komponentenly;ly; |, beschrieben wird

0.1
fi
r= %ﬁyﬁ (23.1)
f
Diese Operatoren haben die grundlegenden Vertauschungsriglaen
h o i
fof, =66 i =i~ (zyklisch) (23.2)
Eine wichtige Rolle spielt das Quadrat des Drehimpulsoperat® de niert als
fe=f2+2+ 2 (23.3)

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (23.2) kann man zeigerda%#? mit allen
drei Komponenten kommutiert

h i h i h i
f\g;f\x = f‘z;f\y = f\z;f\z =0 (23.4)

Daraus folgt, da¥42 und eine der Komponenten (konventioneli\z) gleichzeitig im
Sinne der Quantenmechanik genau gemessen werden kAnnen, diehEigenwerte
von {2 und f}, sind gute Quantenzahlen.

Eigenwerte von(Z; I(1+1)~?% 1=0;12:::
Eigenwerte vonfy: m~ m, = ilil+1;¢c@ccle; 1;1

Der Spin des Elektrons wird durch einen quantenmechanisché&perator s
beschrieben, der alle formalen Eigenschaften eines Drehirfgas hat.s hat drei
Komponenten

U st.
s= B8k (23.5)
S
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und es gilt

[6:8,]1= i~8, (zyKlisch) (23.6)

Aus (23.6) folgt, da¥a

& = 82 + 57 + &2 (23.7)

und §, gleichzeitig meY¥bar sind.

Eigenwerte vons?: s(s + 1) ~?
Eigenwerte vonsy: mg~; mg=j S;j s+1;¢¢@¢C¢E| 1;s

Im Gegensatz zum Bahndrehimpuls ist der Spin eine intrinsischedenschaft
des Elektrons unds hat einen festen Wert:
1

Szé

Das Elektron hat Spin

Der EW von 2 ist

1.3, 3,
28577,
Der Betrag des Spin-Drehimpulses ist also
.. P— 1P~
j§9= &%= 5 3~ (23.8)

Die Orientierungsquantenzahimg kann die Werte

und mg=j 3

mg =+ 5

N[

annehmen.

Der Spin wird quantenmechanisch beschrieben durch Spineif@nktionen mit
den Quantenzahlens und ms. Da's = 7 und ms = §3 ist, gibt es nur zwei
Spineigenfunktionen fAr ein Elektron. Die Spineigenzwasife werden mitj®i und
j 1 bezeichnet:

£j®i = 32i® ; §|® = i~j®i

£ii=3271 5 &=~ (23.9)

j®i hat die Orientierungsquantenzahimg = +
j 1 hat die Orientierungsquantenzahimg = j
(Projektion von s auf die z-Achse).

Man spricht auch kurz von \Spin rauf" (®) und \Spin runter" ( ).

NN

Eine (‘ktive) anschauliche Interpretation des Spins und seineEinstellungsmAglich-
keiten ist in Abb. VIII.1 gezeigt.
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Abb. VIII.1: Visualisierung des Elektronenspins
mit den EinstellungsmAglichkeiten \up" (®) und
\down" ( )

Die Spineigenfunktionen bilden, als Eigenfunktionen deremmiteschen Opera-
toren €% und $, ein orthonomiertes System, d.h.

MRj®i = K j i =1
M®j i = h j®i =0

Der Hilbertraum fAir ein Spin-%-TeiIchen ist zweidimensional (allgemein: 2+ 1-
dimensional)

Da der Spin kein klassisches Analogon besitzt (wie z.B. der Bahmetiimpuls)
ist es nicht mAglich, sich die Zustandsfunktionen anschauliclonzustellen.

Im Wassersto®atom hat die Existenz des Spinfreiheitsgrades nunesigeringe
Bedeutung. In nichtrelativistischer NAherung wechselwirktet Spin des Elektrons
nicht mit anderen Freiheitsgraden. Der Spin fAihrt in dieser &#rung nur zu einer
Verdoppelung der Entartung aller Energieniveaus.

Die fAihrende relativistische Korrektur ist eine Wechselwirkug des Spins mit
dem Bahndrehimpuls (Spin{Bahn{WW). Diese WW ist verantwortlich fAir die sog.
Feinstruktur der Atomspektren. Wir wollen die Spin{Bahn{WW und andere rela-
tivistische E®ekte in dieser Vorlesung nicht betrachten.

Aufgrund des Spins besitzt das Elektron auch ein magnetischesoMent. Dies
fAihrt zu Linienaufspaltungen in einem externen MagnetfelZeeman{E®ekt).

Im Gegensatz zu den Einelektronensystemen hat die Existenz dgarSweit-
reichende Konsequenzen fAir Mehrelektronensysteme.
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24 Permutations{Symmetrie und Pauli{Prinzip

In der Quantenchemie interessieren wir uns grundsAtzlictr fdie Wellenfunktionen
von Mehrelektronensystemen, d.h. mehreren identischen Tdiémn.

In der Quantenmechanik hat die IdentitAt der Teilchen widige Konsequenzen.
Aufgrund der UnschArferelation kAnnen wir die Wege einzelieilchen grundsAtz-
lich nicht verfolgen, d.h. es gibt keine MAglichkeit, Tethen mit identischen intrin-
sischen Eigenschaften zu unterscheiden (im Gegensatz zur klassachechanik).
Diese Tatsache fAihrt zu grundsAtzlichen Symmetriebedingem fAr Mehrteilchen{
Wellenfunktionen in der QM.

Sei 2 eine N -Elektronen-Wellenfunktion, d.h.

2=23( ;1 CCHK)

Wir de nieren den Permutationsoperatot der die Koordinaten der Teilchen 1
und 2 vertauscht:

PLa( f,f ¢ CH) =2( ) ¢CHy) (24.1)

O®ensichtlich ist
r_‘}122a( i, F2 00y ) =2( ;2 CCHy)

d.h. P, ist der IdentitAtsoperator?.

Was sind die Eigenwerte vorlﬁlz?
Sei 2 eine EF von Pyy:

Pp2= p (24.2)
Dann ist
pPZa= p?a (24.3)
WegenPZ = 1 ist also
pP=1
und damit
p=§1
Der Permutationsoperator hat die Eigenwerte§ 1. Also
P2= §a (24.4)
Da P, mit H kommutiert, . ;
P H =0 (24.5)

kann jede EF vonH auch als EF vonP;, gewAhlt werden. Wir haben damit das
grundlegende Konzept dePermutationssymmetrie
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Eine quantenmechanische WF mu¥%z bei Vertauschung identische&il¢hen
entweder in sich Aibergehen oder ihr Vorzeichen wechseln.

Man spricht von symmetrischen bzw. antisymmetrischen WF bezAgt Permu-
tation.

Ob die WF symmetrisch oder antisymmetrisch sein soll, k&nnen wius der
obigen Herleitung nicht entscheiden. Hier benAtigen wir eireiteres grundlegendes
Postulat der Quantenmechanik, das sod?auli{Prinzip . Das Pauli{Prinzip formu-
liert einen tieferen Zusammenhang zwischen dem Spin und derPeatationssym-
metrie:

Pauli{Prinzip:

1. Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin mAissen durch Veek
funktionen beschrieben werden, die symmetrisch sind bezMglaber
Vertauschung der Raum- und Spinvariablen irgend zweier Tellien

(I
r_‘}i_a:a

2. Identische Teilchen mit halbzahligem Spin mAissen durch Wéei-
funktionen beschrieben werden, die antisymmetrisch sind beglih
der Vertauschung der Raum- und Spinvariablen irgend zweierel-

cheni;j : 5
a— : a
o= 1

Teilchen der ersten Art (ganzzahliger Spin) hei%ddosonen
Teilchen der zweiten Art (halbzahliger Spin) hei%zeRermionen.

Speziell fAr Elektronen lautet das Pauli-Prinzip:
Die Gesamt{WF (inklusive Spin) eines Mehrelektronensystems i anti-
symmetrisch sein bezAiglich der Vertauschung irgend zweier lgtenen.

Die Permutations{Symmetrie hat wichtige Konsequenzen fArie Struktur der
Wellenfunktion. Betrachten wir als Beispiel die WF fAir den &, da¥ sich zwei
Elektronen in demselben Spin Zustandj®i) am selben Ort be nden, d.h.

1 = *»; Spinfunktion ist j®i
Dann ist wegen der Antisymmetrie
a( f1;*10;::) = j 8( ¥, ;) da die Spinfunktionen gleich sind
also
22( t1;%;::)=0
a( #1;%;::)=0 (24.6)

Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit gleichem Spinra selben Ort zu nden
ist also identisch Null. Die Permutationssymmetrie der WF zwingt Eektronen mit



VIl 24. PERMUTATIONS{SYMMETRIE UND PAULI{PRINZIP 106

gleichen Spin, Abstand zu halten (dies gilt nicht fAr Elektroen mit verschiedenem
Spin). Man spricht auch vonPauli{AbstoYaungbzw. von einemFermi{Loch in der

Elektronendichte. Dieser E®ekt resultiert nicht aus einer plyykalischen WW der
Elektronen, sondern aus der Symmetrieeigenschaft der Gesawf.
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25 Addition von Drehimpulsen in der Quanten-
mechanik

Ein grundlegendes Problem der Quantenmechanik ist die Beselbbung des Dreh-
impulses eines Mehrteilchensystems.

Bereits im H{Atom (ein Elektron) haben wir einen Bahndrehimpls und einen
Spin, also zwei Drehimpulse. Wie ergibt sich der Gesamtdrehimis@

Im He{Atom haben wir bereits 2 Bahndrehimpulse und 2 Spins, also @reh-
impulse.

In einem isolierten Atom ist der Gesamtdrehimpuls)” immer eine Erhaltungs-
grAvse, d.h.

A =0 (25.1)

J setzt sich zusammen aus dem Bahndrehimpuls aller Elektronererd Spin aller
N

Elektronen und evtl. dem Kernspin. GrundsAtzlich ist nuiJ™ erhalten, nicht die
einzelnen Komponenten.

In MolekAillen haben Elektronen keinen de nierten Bahndremmipuls (das Poten-
tial ist nicht sphArisch symmetrisch). Die Elektronen haben abeinen Spin, und

N
es stellt sich die Frage nach de@esamtspinS des Systems. In nichtrelativistischer
NAherung ist

SR =0 (25.2)

d.h. die Eigenfunktionen vonH kA&nnen nach der Quantenzahl des Gesamtspins
klassi ziert werden.

FAr eine allgemeine Diskussion des grundlegenden Problemisadmfiten wir ein
System mit zwei Drehimpulsen
./\ ./\
[ ]2
( 2 Bahndrehimpulse, Bahndrehimpuls und Spin, oder 2 Spins).

Da Drehimpulsoperatoren verschiedener Teilchen sowie Spini Bahndrehim-
pulsen kommutieren, ist _
.A ./\’
[, 2 =0:
Damit sind die Quantenzahlenj;;m; und j,; m, auch gute Quantenzahlen des
Gesamtsystems.

Der Gesamtzustand kann also durch die Quantenzahlen

J1,Ma;j2;my
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— . - . ./\‘> - -l\> .
klassi ziert werden. Allerdings ist H;j3 und H;j> i.a. 60.

Wir kennen damit von jedem einzelnen Drehimpuls den Betragnd die Pro-
jektion auf die z{Achse.

Frage KAnnen wir auch den Wert des Gesamtdrehimpulses und die Pekjion
des Gesamtdrehimpulses auf d&{Achse angeben?

Eine o®ensichtliche De nition fAr den Operator des Gesamtdiefpulses ist

A A A
2

. . _— A . . . . .
ZunAchst mAissen wir veri zieren, dafawieder ein Drehimpulsoperator ist. Wir
bilden

NN AN A\
Ixs Jy - lx+JZX1]1y+ 2y .
h i h i

_ A A NN

- 1§<1J1y + ZX,JZy
=0~ Jizt ]2z =172

N . . - .
Die Komponenten vonj genfigen also den Kommutatorrelationen fAr Drehimpul-
se. (25.3) stellt also einen Drehimpulsoperator dar.

Alleine aus den Kommutatorrelationen folgt:
N

2 hat die Eigenwerte~? j (j + 1)

N

|7 hat die Eigenwerte~m; m = j j; ¢ ¢j¢

] kann ganzzahlig oder halbzahlig sein (halbzahlige Eigenw&kommen von Spins).
Entsprechend istm; ganzzahlig oder halbzahlig.

Frage KAnnen wir die Quantenzahler; m gleichzeitig mitj1; m; und j,; m, spe-
zi zieren?

Dies ist mAglich, wenn die entsprechenden Operatoren kommeuén. Eine ele-
mentare, aber IAngliche Rechnung zeigt

2N H 2N
L] T T

{22 = f2f2 =0 (25.4)

d.h. es ist mAglich, die Eigenwertg;j,;j simultan zu spezi zieren.

Wig steht es mit{, = {1, + [2,?
Esist [%;]2 =0 wir fAir alle Drehimpulsoperatoren, und

h/\ ./\Zi — h/\ N .A2i — h’\ .A2i —
12:]1 = Jiz* )220 = 1)1 =0
hA .AZI — h/\ A .AZI — hA .AZI —
Jz:lo = Jwzt ozl = Jwzn)o =
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Also bilden

;1’\3;’\2 (25.5)

R

einem kommutierenden Satz von Operatoren. Der entsprechen®atz von Quan-
tenzahlen ist

(5] 1) 23 m) (25.6)
KAnnen wir auchmy; m, noch spezi zieren?
Eine elementare Rechnung liefert wieder

=20~ fufaci fufy 60
|
(entsprechend fAir 1%,;12)

Die Operatoren]',;{%, kommutieren also nicht mit]*2. Eigenfunktionen der Ope-
ratoren (25.5) kAnnen also nicht simultan Eigenfunktionenon [, und {%, sein.

Wir haben also alternativ folgende Quantenzahlen:

(A)  (jimg;jomy)  (j unbestimmt)
(B) (j1;j2;jm)  (my;m, unbestimmt)

Nur im Zustand (B) kennen wir den Wertj des Gesamtdrehimpulses. DafAir ist
die Projektion my; m, der einzelnen Drehimpulse unbekannt.

Man nennt die Umrechnung von ZustAnden mit den Quantenzahléi) auf ZustAnde
mit den Quantenzahlen (B)DrehimpulskopplungDie Bedeutung liegt in der aus-

gezeichneten Rolle des Gesamtdrehimpulses als Erhaltunggged Wir haben noch
keine Wechselwirkung der Drehimpulse betrachtet!

Frage Was sind die mAglichen Werte vonund m fAir gegebene Wertgmy; j ,m,?
Die Antwort ist einfach fAr m, da der Operatorf\Z mit JAlz und i\Zz kommutiert.

Die Eigenfunktionen von{';, und [, sind also auch Eigenfunktionen vor,, und
es folgt

‘m=m, + m,| (25.7)

m ist also festgelegt durchm; und m,.

Etwas schwieriger ist die Bedingung fAr die zulAssigen Wertay herzuleiten.
Wir geben hier nur das wichtige Resultat, die sodDreiecksbedingung

J =01t izjatjzi LECEii jo (25.8)

Daraus folgt insbesondere
| ganzzahlig, wennj 1;j, ganzzahlig
] halbzahlig, wennj, ganzzahligj, halbzahlig
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| ganzzahlig, wenn ¢; ], halbzahlig

z.B. ist fAir Bahndrehimpuls und Spin eines p-Elektrongsy = 1;j, = 3

. _31
=25

Allgemein gilt fA&r Bahndrehimpuls! und Spin% eines Elektrons:

NI -

Als einfachstes und besonders wichtiges Beispiel betrachterr wie Kopplung der
Spins zweier Elektronenz.B. im He{Atom. FAr ein Elektron haben wir bereits
eingefAhrt

- A
- 1 1 .
S=_mg=+ - | ®i
- 2 2A
:ﬂ-}'m—'} Ty
- 21 s — | 2 J
FAr 2 Elektronen haben wir also 4 mAgliche Spin{ZustAnde
— E
IEI o cene| [
Shiid cieii|
1111 T N (25.9)
5 i 2133 E—J1|J®2| #
—% I %,% i % :j_lij_Zi H
Der Gesamtspin
n A A
S=5+%

hat in diesen ZustAnden keinen de nierten Wert, d.h. diese Zastde sind nicht
EigenzustAnde vors2.

Nach (25.8) sind die mAglichen Werte der Gesamtspinquantenk&h

8
<

+

I
o

0]
I
NI NI

. NI NI

)]
I
e
H

Die mAglichen Eigenwertd/s von S, sind damit
Ms=0:81
Die gekoppelten ZustAnde, d.h. EigenzustAnde zu

s?:s3, 8% S,
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%
§

sind also

—
=

|11 [ 1)1
NI
NI

NI
NI

]S1;S2; SMgi = (25.10)

[ 1] | 11
NI
NI

NI

:0:0
E
1.0
E
11
E
Ll

NI

Diese 4 ZustAnde mAissen sich als Linearkombinationen der 4 ZndeA(25.9) dar-
stellen lassen.

Der erste Zustand (25.10) hatS = 0 und entspricht antiparallelen Spins:
die beiden Spin{Vektoren \addieren" sich zu null. Die andenme 3 ZustAnde ha-
ben S 51 und entspIBechen verschiedenen Orientierungen des Spinffers mit
S =~ 1(1+1)= ~ 2. Wenn spinabhAngige Wechselwirkungen unwichtig sind
(was meist der Fall ist), dann sind die 3 ZustAnde mi¥ls = 0; 8§ 1 entartet. Man
nennt dies einSpin{Triplett . Entsprechend bildet der Zustand mitS = 0 ein Spin{
Singlett

Die Entwicklung der ZustAnde (25.10) nach den ZustAnden @pwollen wir
hier nicht explizit durchfihren. Dies ist ein allgemeinesm®blem der Quantenme-
chanik von Drehimpulsen. Die Entwicklungskoezzienten hei%erektor{Kopplungs{
Koezxzienten oderClebsch{Gordan{Koezxzienten Sie sind fAir allgemeineg{m;j,m,;jm)
bekannt. In dem vorliegenden Spezialfall ergibt sich

— E

1500 = S (®ij i ®ij 1)

- E

;;;;;1;0E = #5 (I®ij i + @i 1i) (25.11)
B! E: J®ij ®yi

S Lil =i i

Diese Gesamtspin{Funktionen fAir 2 Elektronen werden uns beedBehandlung
des He{Atoms und desH,-MolekAlls wieder begegnen.

DarMber hinaus ist das \Elektronen{Paar" von entscheidendeBedeutung in
MolekAilen (Elektronenpaar{Bindung).
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In diesem Kapitel wollen wir das He{Atom als das einfachst mAghe Mehrelek-
tronensystem genauer betrachten. Die grundlegende Bedeuguwon Elektronspin
und Pauli{Prinzip wird an diesem einfachen Beispiel bereitseaitlich.

Vorbemerkung: Atomare Einheiten:

Es ist in der Quantenchemie durchweg Ablich, sogtomare Einheitenzu ver-
wenden, was die Formeln stark vereinfacht.

Das Wassersto®{Problem de niert eine grundlegende atomare Egir (Rydberg{
Konstante) und eine fundamentale LAnge (Bohr'scher Radiud)\Nir de nieren als

LAngeneinheit1 Bohr = a, = 243 = 0:52d\ = 0:529£ 10 1 m:

(mee?)

ap entspricht grA@vsenordnungsmAvzig dem Elektron{Kern{Abstand 1s{Grundstand
des H{Atoms. Als Energieeinheit de nieren wir

Energieeinheit 1 Hartree = =2R; =27:21 eV,

41/20a

R: : Rydberg{Konstante fAir unendliche Kernmasse.

1 Hartree ist der Betrag der potentiellen Energie des Elektr@im 1s-Grundzustand
des H-Atoms. Die Bindungsenergie &; ) ist nur halb so gro¥s wegen der kineti-
schen Energie des Elektrons (Virialsatz).

Man verwendet generell die AbkArzung
a.u. (atomic units)

fAr atomare Einheiten (Energie, LAnge, etc.). Wenn atome Einheiten benutzt
werden, treten die Naturkonstanten

~, €, Mg, 4%4%

nicht mehr explizit auf. Drehimpuls{Eigenwerte sind durch Vid¢fache von~ gege-
ben, d.h. Drehimpulse sind in atomaren Einheiten dimensionslogahlen.

Der Hamiltonoperator des Einelektronen{Atoms hat in atomaen Einheiten die
einfache Gestalt

mit
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26 Der Grundzustand des He-Atom

Der Hamiltonoperator fAir 2 Elektronen im Feld eines “XierterKerns der Ladung
Z lautet in atomaren Einheiten

R =

NI

r, = j*1j : Abstand des Elektrons 1 von Kern
r, = j¥j Abstand des Elektrons 2 vom Kern
ri, = jf1i *j: Abstand zwischen den Elektronen.

Man beachte, da¥ die Spinvariablen im Hamiltonoperator nichuftauchen: H ist
spinunabhAngig

Die Aufgabe ist die LAsung der zeitunabhAngigen SchrAdimtgichung fAir 2
Elektronen

Ha( ;%) = E2( F1;%) (26.2)

F hat unendliche viele Eigenwerte (ZustAnde des He{Atoms). Witteressieren uns
zunAchst fArr den niedrigsten EigenweE, und die zugehArige Funktion 3. Den
Elektronenspin wollen wir im Augenblick ignorieren (wir komnen darauf zurfick).

Die Schwierigkeit bei der LAsung der Gleichung (26.2) liegt der Elektro-
nenabsto%ungk In einer ersten groben NAherung denken wir uns diesen Term
vernachlAssigt. Wir betrachten

Fo = A1) + Ho(2) (26.3)
mit

ﬁo— i ér i % (264)

Generell gilt fAir mehrdimensionale SchrAdingergleiclyen:

Wenn der Hamiltonoperator eine Summéd (1) + H (2) ist, dann ist die
LAsungsfunktion ein ProduktA(1)A(2).

Wir sehen dies durch Elnsetzen
|4(1)+ |4(2) AMAQ) = |4(1)A(1) A@2) + A1) |4(2)A(2)
E.A(DA2) + ELAL)A(2)
(E1+ E2) A(DA(2)
Die LAsung ist also das Produki(1)A(2), wobei gilt
H(1)AQ) = E.A(L)
R (2)AQ2) = E»A(2)
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Der Energieeigenwert ist die Summe der einzelnen Eigenwerte
Dieser Beweis gilt o®ensichtlich fAir beliebig viele Variable

Wir haben also

Ho2 @ (£1;8) = EQ2 O (£, 1)) (26.5)
a O = & () A () (26.6)

AA (£) = 2A (¥) (26.7)

EQ =2 42, (26.8)

wobei wir A (¥) und 2 als LAsungen des 1{Elektronenproblems kennen. Die Ener-
gieniveaus vonH, sind also (in atomarem Einheiten)

A !
+

1
E@ (ny;ny) = > z? (26.9)

|
|

Der niedrigste Wert vonE©, d.h. der Grundzustand des He{Atoms, ergibt sich
fAirn, = n, =1;

E®? = z2= | 4 Hartree fArz =2

Die Grundzustandsenergie IAYst sich nicht direkt messen. Einefath meVibare
GrAVY.e ist die lonisierungsenergie (z.B. durch Photoe®ekt)

| = Eper i Ene
Die EnergieE,+ ist o®ensichtlich
1_, -
Eper = i > Z° =i 2 Hartree fAirZ =2

Damit ist die lonisierungsenergie in unserer groben NAherung

1O = E,. | EQ =2Hartree =54:4eV

Der experimentelle Wert istley, = 0:904 Hartree = 246eV. Der Fehler ist also
Aber 100%. Die WW
1
0= =
2
ist alsokeinekleine StArung des Systems. Die wirkliche lonisierungsenerigi,, ist
viel kleiner alsl, wegen der Coulomb{Abstossung der Elektronen.

Unsere Aufgabe ist es nun, den E®ekt vod zumindest nAherungsweise zu
berAcksichtigen. Wir wollen dazu beide in Kap. VII diskutien NAherungsver-
fahren heranziehen, die StArungstheorie und die Variatiemethode.
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Wir beginnen mit der StArungstheorieln erster Ordnung der Rayleigh{SchrAdinger{
StArungstheorie ist ein verbesserter Wert fAirr die Grundzustisenergie:

1
H=H=— (26.10)
, 2 )
1 z Z
|40=;é F2+ 72 S0 (26.11)
D 1 2
E(()l) — E(()0) + (O)JVJ a 0
Z
= E + d1°1 dr® @ (ki) a0 (r,:0) (26.12)
12

d+steht fAirdx dy dz, d.h. Integration Aiber alle drei Raumrichtungen. (6{dimasionales
Integral). Mit 2 o (+1; %) = A (+1) A (+,) ist
E,(je) Eo+ J (26.13)

Z
J=  dn  dRjA(R)) —JA(fz)J (26.14)

J ist das sog. \Coulomb{Integral". Es beschreibt die elektrostasche WW zweier
Elektron{Ladungswolken.

FAr A = A des H{Atoms ergibt sich

J = 2Z Hartree

Damit (Z = 2):
1) _ . 5_ 11
Eﬁg =jd+ Z: 7 Hartree

lonisierungsenergie in dieser NAherung:

11 3
M = 2+ == = = Hartree
4 4

| D =20:4|eV (im Vergleich zul ¢y, = 24:6€V)

Der Fehler in I(l) ist nur mehr 17%. Die StArungstheorie 1. Ordnung ist nicht
genau, daV = o keine schwache StArung darstellt. Im Prinzip kAnnen genagie
Werte fAir | in h&herer Ordnung der StArungstheorie gewonnen werdereDist
aber kein praktisch relevanter Weg.

Als alternativen NAherungsansatz fAihren wir eindariationsrechnung durch.
Als Ansatz fAir die Testfunktion wAhlen wieine Produktfunktionwie im Falle von
nichtwechselwirkenden Elektronen

a1 (f11) = A(r) A(R) (26.15)

Wenn wir

A= Ae &
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setzen @ = Normierungsfaktor), beschreibt (26.15) zwei nichtwechselwkende
Elektronen im 1s{Orbital. Wir lassen nun als Variationsparamegr einen variablen
Exponenten zu (entspricht e®ektiver Kernladung 9:

A(¥)= Alei 2 (26.16)

A (¥) sei normiert und Z° soll so bestimmt werden, da%, (29 minimal wird.

Motivation fAir diesen Ansatz: Die Elektronen schirmen sich geggeitig ab, d.h.
jedes Elektron \sieht" ein Z%< 2.

Mit
A=A+ ¥ ;0= 2r=AmAwm)
12
(d¢, steht fAr Integration Aber alle Variablen, hied+ d+)

Z Z h i
de2d 3A@ r = de2 5 ho(d)+ fo(2) 21
Z

=2 drA® (1) Ag(DA (+1)

Auswertung des Integrals liefert
z
ded 22 1 = (29%; 222° (26.17)

(liefert geradej Z? firZ°= Z, s. oben).
Da ¥ die KernladungZ nicht enthAlt, ist

Tdga 90y = 520 (26.18)
(s. oben , Coulomb{integral).
Also
Eo(Z29=(29%i 22z%+ £2° (26.19)
Extremum:
dEg

ﬁzzzoi 22+2:0

2=z 5 (26.20)
16

FAr He ist alsoz®= %:

In (26.19) eingesetzt ergibt sich fAZ = 2
H 271] 2
Eve = i 16 Hartree = | 77.5eV

Die resultierende lonisierungsenergie ist

| = EHe* i Epe =23:1eV
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Der Fehler ist jetzt nur mehr 6%.

Wir haben damit nicht nur eine verbesserte Berechnung der Ergée durch-
gef@ihrt, sondern auch ein qualitatives VerstAndnis errieic Die Elektronen bewe-
gen sich in dem Potential einer e®ektiven Kernladung®= 2 % Dieses Konzept
ist von allgemeiner Bedeutung fAr das VerstAandnis von Atomeind MolekAlen.
Eine Test{WF mit der Struktur nichtwechselwirkender Elekbnen macht Sinn!

Die Variationsrechnung liefert auch ein quantitativ bessereResultat als die
StArungstheorie.

Den Elektronenspin haben wir bisher nicht berAicksichtigt. Wiwerden die Be-

deutung der Spinvariablen bei der Diskussion der angeregten stAnde des He{
Atoms kennenlernen.
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27 Angeregte ZustAnde des He{Atoms

In erster NAherung erhalten wir angeregte ZustAnde des He+Ag) wenn wir min-
destens eines der Elektronen in ein H{Atom{Orbital mitn 6 1 setzen, z.B.

a( F1; 1) = AlOO (1) Azoo (t2)

Dies ist eine sog. 1s, 2s - Kon guration. @ wAre Eigenfunktion voH, wenn¥) = 0
wWAre.

FAr das VerstAndnis der angeregten ZustAnde des He{Atomsisaler Struktur
aller komplexeren Atome ist die BerMicksichtigung des Elekinen{Spins entschei-
dend. Ein Elektron mit Spin in einem H{Atom{Orbital beschreiben wir durch

Aoz~ Aum (0% %= ®;
® bedeutet \spin up”, d.h. mg =+ 1
~ bedeutet \spin down", d.h. mg = 1
Anm ist ein sog.Spin{Orbital; Ay, (¥) nennen wir auchRaum{Orbital.

Ein allgemeine Kon guration fAir das He{Atom ist also

1 ;2) = Aum (1) ] AD)i Avaamo (+2) | 4(2)i (27.1)

Betrachtung der Permutations{Symmetrie
Bei 2 Elektronen gibt es vier KombinationsmAglichkeiterufAdie Spins:

31O &) ™
j®L)j ()i "#
i (eI #
i (2 ##

3(1;2) = Anm (*1) Anoamo( ) (27.2)

Bei Vertauschung 1$ 2 ist ®1)®2) und (1) (2) symmetrisch, die gemischten
Produkte aber nicht. Wir bilden daher

jAT = pl—?[j®(1)i Qi+ j®2)ij (1)i]
D (27.3)
JA T = P—E[J®(1)|J @ii] ®2)ij (1)i]

O®ensichtlich istjA,i symmetrisch undjA, i antisymmetrisch bezAiglich B 2.
Also

% ()i j@(2)i
i (i

ngn

CA

31 ;2) = Aum (1) Anaomo (£2) (27.4)
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Schlie¥ilich betrachten wir noch den Raum{Anteil der WF (1 2). Seia = (nlm); a’=
(n9%M9. Die Produkte

Aa (t1) Ao (12)
Aa (f2) Axo (1)
haben identische Energie und sind fAir uns nicht unterscheidbaSie haben fAr

a 6 a’ keine de nierte Symmetrie bezAiglich B 2. Wir de nieren daher fAr
ag a’

&5 (f1%) = plj [Aa (1) Awo (£2) § Aq (2) Aco (£1)] (27.5)

O®ensichtlich ist 2, symmetrisch, 2,

antisymmetrisch.

Die gesamte Vielfalt von Wellenfunktionen zweier Elektronemit a 6 alist al-

SO 8 . N .9
() zI®DiIe2)iz
1= S ) Wi
, o8 JAL 3
' AT
Nach dem Pauli{Prinzip sind nur folgende Funktionen zulAssig
Sa., iA |
s 9
2(1;2) = IGDIE2)= (27.6)
g2, LI Qi @i,

SymmetrischeOrbitalfunktion 2 . impliziert also antisymmetrische Spinfunktion
jA, i und umgekehrt.

Gl. (27.6) hat weitreichende Konsequenzen. Betrachten wirR2ektronen mit glei-
chem Spin, d.h.j®1)i j®2)i oderj (1)ij (2)i.Dann ist nur die Raum{WF

1 - ~ - -
a. (t;8)= p_é [Aa (1) Ao (12) i Aa (T2) Ao (t1)]
zulAssig. FAa= a°% d.h.n=n%1 = 1%m = m° ist aber
a
d.h. dieser Zustand existiert nicht.

Umgekehrt folgt fAira = a% d.h. 2 Elektronen im gleichen Raum{Orbital, da¥a
die Spinfunktion jA, i sein mu¥s, d.h. da¥ die Elektronen 1 und 2 verschiedenen
Spin haben mAssen.

Dies ist dasPauli'sche Ausschlie¥aungsprinzip
Jedes Spin{Orbital kann nur von einem Elektron besetzt werde
Oder:
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Wenn 2 Elektronen dasselbe Raumorbital besetzen, mu¥s ihimSgpntiparallel”
sein.

Die Spinfunktionen von Gl. (27.3), die gemAY, ihrer Permtianssymmetrie
konstruiert wurden, sind identisch mit den Gesamtspin{Eigenfuktionen fAr 2
Elektronen, die wir in Kap. 25 diskutiert haben. Im Falle von 2Elektronen sind
also Eigenfunktignen des GesamtspinsS%; S, und Eigenfunktionen des Permu-

tationsoperators P, identisch (gilt nicht allgemein).

Wir merken uns:
Der Spin{Singulett{Zustand(S = 0; Mg = 0) hat die Spinfunktion

A 1 .. e s
AT = p—sz ®&L)ij (ii] &2)ij (1)ig
und ist antisymmetrisch bzgl. Permutation.
Der Spin{Triplett{Zustand ( S =1;Ms = 0; 8§ 1) hat die drei Komponenten
JR(1)i j&(2)i
@ij (i
o 1 .. e o
A= P T@DI] @ + Q)i (g

und ist symmetrisch bzgl. Permutation.

Um diese@berlegungen auf mehr als 2 Elektronen zu erweitern, ist folgge
Schreibweise AuYserst nAstzlich. Im Falle von 2 Elektronen sihen wir die Gesamt{
WF als - —

Aso(1)  Aseyp(1)=
a1 ;2) = ot LAl Famel(l)- 27.7
2= 75 80l2) Awoi(2) &7.7)

wobeiA(1) = Aum (f1) j%41)i ein Spin{Orbital ist. (27.7) hei¥tSlater{Determinante.

Die Vertauschung 1$ 2 entspricht Vertauschung der Zeilen der Determinante.
Determinante ist antisymmetrisch!

3(1 ;2) ist antisymmetrisch bezAiglich 1 2. Die Slater{Determinate beschreibt
also nach Konstruktion eineantisymmetrisierte Wellenfunktion

Wenn wir a = a% %= ¥4 setzen, d.h. 2 Elektronen im gleichen Spinorbital, ist

1 Aaf1) Awdl)-

41;2)=p="x"" x o= 0

1322 P Rek2) And2)

da die Determinante verschwindet, wenn 2 Spalten gleich sinflas Ausschlie-
Yaungsprinzip ist also garantiert.

Slaterdeterminanten beschreiben grundsAtzlich antisymnmische Wellenfunk-
tionen. Slaterdeterminanten sind aber i.a. keine Eigenfutibnen von $2.
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FAr den Grundzustand des He{Atoms ergibt sich aus der Betraahtg von Spin
und Permutationssymmetrie lediglich, da¥s der Spin{Zustand reiSingulett sein
mu¥s, da die Ortsfunktion symmetrisch bzgl. Permutation ist. Ansonsh sind die
Rechnungen von Kap. 26 durch den Spin nicht betro®en. Dies istders fAir die an-
geregten ZustAnde des He{Atoms, fAir die Singulett- und Trgit{Spinfunktionen
mAglich sind. Wie wir sehen werden, haben Singulett- und Ttgit{ZustAnde ver-
schiedene Energie, obwohl die Spinvariable im Hamiltonopéoa gar nicht vor-
kommt.

Wir berechnen die Energie vorangeregterzustAnden des He{Atoms in 1. Ord-
nung StArungstheorieSei 1 Elektron im Orbital a = (n;l;m), das 2. Elektron im
Orbital &= (n%1%m9. In nullter Ordnung (d.h. ¥ = 0) ist die Energie einfach
die Summe der Orbitalenergien (s. oben)

3

EQ =1z 1+ 4 (27.8)

n

Die Energie 1. Ordnung ist

EW=EO+ dry drd(1;2°-L1(1;2) (27.9)

r2

Der Operator¥) = % hAngt nicht vom Spin ab. Wir brauchen also nur den Ortsan-
teil der WF zu betrachten. Die 3 Triplett{Komponenten habennotwendigerweise
die gleiche Energie. Nach Gl. (27.6) ist fAir den Singlett{Zusid:

. . . . R
Spinfunktion antisymmetrisch! |[ES = E© + “diyde? 2 (f1; ) A (F15 )
(27.10)

und fAr den Triplett{Zustand:

R
Spinfunktion symmetrisch! |[EX = E@ + " drdR? ° (f1;+) e (f1h)

(27.11)
Es ist

Z Z 1 1Z Z . . . . 1 . . . .

2 55"‘ 5= 5 [A2(D)AX(2) 8 AZ(2)A%(1)] o [Aa(1)Ax(2) 8 Aa(2)Axc(1)]
- %[2J§2K]=J§ K

(27.12)
J=Tdh dRAZ(R) A (f) A (71) A () (27.13)
K="df dRAS (1) A () L A (2) A (1) (27.14)

K ist das sog.\Austauschintegral". Es ergibt sich aus demCoulombintegral J,
indem man 1 und 2 auf der rechten Seite des Integranden vertait. J und K
spielen eine zentrale Rolle in der Theorie der Elektronensktur von Atomen und
MolekAilen.K hat keine klassische Interpretation.
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Wir haben also

EP =E@+J3+K

(27.15)
EV=E@+J; K

(Anmerkung: Diese Rechnung gilt nur fiia 6 a° da die WF (27.6) féira = a°
nicht auf 1 normiert ist. FAr a = a° (z.B. Grundstand von He) verschwindet der

Triplett{Zustand und ES’ = E©@ + J, s. oben).

Singlett- und Triplett{ZustAnde unterscheiden sich also um diEnergie X (die
von a und a° abhAngt).K ist i.a. nicht klein, typisch mehrere eV. l.a. istk > 0,
d.h. Es > E 1: Triplett{Zustand liegt unter dem Singlett{Zustand Gilt allgemein,
auch fAr angeregte elektronische ZustAnde von MolekAlen.

Beachte: Der Energieunterschied von Singlett{ZustandS = 0) und Triplett{
Zustand (S=1) hat nichts mit Spin{Spin{WW zu tun. Allein eine Konsequenz des
Pauli{Prinzips und der ElektronenabstoYsung

Triplett: Spin{WF symmetrisch, Orts{WF 2 . ist antisymmetrisch, verschwindet
fAir +, = +,: Elektronen kAnnen sich nicht beliebig nahe kommen.

Singulett: Spin{WF antisymmetrisch, Orts{WF 2 . ist symmetrisch, Elektronen
kAnnen sich beliebig nahe kommen.

Daher stArkere Wirkung der Elektronenabstossung im Singuléfustand.
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Wir wollen in diesem Abschnitt H; und H, als die einfachsten molekularen
Systeme genauer betrachten.

H3 existiert (d.h. es ist gebunden) und stellt damit das einfachstBeispiel einer
Einelektronen{Bindung dar.

H, ist der Prototyp einer Elektronenpaarbindung

28 Das H ;{MolekAlion

28.1 Hamiltonoperator und Symmetrieeigenschaften

Koordinaten:

P
a

|

[

Hamiltonoperator (in atomaren Einheiten):

1 1 1 1 1 1
B=: ~ 2., = 2. Zp2. - T4 - 28.1
‘om, @' 2m, Pt 20 T TR .

(m, = Protonenmasse in Einheiten der Elektronenmasse)

H> ist ein 3{KArper{Coulomb{Problemwie das He{Atom, nur Massen und Ladun-
gen sind verschieden. Die SchrAdingergleichung ist ebesfallcht exakt Iasbar.

Es gibt jedoch eine einfache und extrem wichtige NAherungedNAherung -
xierter Atomkerne.

s -

Wir sehen in (28.1) da¥ die kinetische Energie der Atomkernendeaktor mip
enthAlt. Die Kerne bewegen sich daher etwa 2000{mal langsansés die Elek-
tronen. Wir kAnnen daher in guter NAherung die Kerne festhah (d.h. limes
mp !'1 ) und nur die Bewegung des Elektrons um die Xxierten Kerne bedichten.
In der Quantenchemie im engeren Sinne macht man grundsAthlidiese Idealisie-
rung. Der Hamiltonoperator wird damit

h = 1, 1 1 1

r<jy —j —+ — 28.2
2r 'ra'rb R ( )
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(28.2) beschreibt die Bewegung des Elektrons in dem 2{Zemt{€eld | i ;. &
ist lediglich eine additive Konstante zur Energie.

Exkurs: einige elementare Begri®e

(28.2) enthAltR als Parameter. Die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen
hAngen daher vorR ab. Im Augenblick interessiert uns vor allem der niedrigste
Eigenwert (elektronischer Grundzustand). Qualitativ gibt & zwei MAglichkeiten
fAr den Verlauf vonEy(R):

(@)

Eo

Die Energie hat ein Minimum beiR,. Das MolekAil istchemisch gebunden

(b)

=)

R

Die Energie wAchst monoton an, wenn sich die Atome nAhern;gidst keine che-
mische Bindung

E, hat die Bedeutung einempotentiellen Energiedes Systems. Di&raft auf die

Atome ist daher dE
_ . Uto
K= R (28.3)

In (a) ist K anziehend fAIR > R, in (b) ist K absto¥end fAir allR. Man spricht
dementsprechend vomnziehender(attraktiven) und abstoYende(repulsiven) Po-
tentialen.



X 28. DAS H;{MOLEK ALION 127

Der Minimalwert von Eg in (a) bestimmt die DissoziationsenergieD des MolekAls.
Von allgemeiner Bedeutung sind die folgendeS8ymmetriebetrachtungenDie
potentielle Energie des Elektrons in (28.2)
1 1
Vo=i=i =
B=i i
hAngt nicht vom Azimuthwinkel A um die z{Achse ab. Daher kommutiert
p="@
I @A
mit He (wie wir wissen, kommutiertf, mit j %rz )

h i
|qe;f\z =0

Die EF A von ¥ sind daher auch EF vonfy. Daraus folgt, da% ihre AbhAngigkeit
von A lautet

A A) = u(rp) dm (28.4)
m=0;81;82;:::
Die Quantenzahlm reprAsentiert die Projektion des elektronischen Drehimmss
auf die MolekAilachse.

Analog zur s,p,d,f{Nomenklatur von Atomorbitalen verwenden w folgende
Nomenklatur fAir MolekAlorbitale

Orbitalbezeichnung

m=0 Ya
m=81 Y
m= §2 *g

Die Energie hAngt nicht vom Vorzeichen vorm ab, d.h. ¥; +;...{Orbitale sind
2{fach entartet

Analog zu den Atomorbitalen k&nnen wir reelle MolekAlottaie bilden durch

Y4 = 91—2(1/4 + %)
(28.5)

1
Vg = ﬁ%(% i Y4)
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Analog zu den Atomorbitalen ist das/ (¥ ){Orbital langs der x(y){Achse gerichet.
Entsprechendes gilt fAr{Orbitale, etc.

In homonuklearen 2{atomigen MolekAlen (K, H,, Li,, etc.) gibt es eine weitere
Symmetrieoperation: das PotentiaV ist invariant bei Raumspiegelungr ! | +.
D.h., alle MolekAlorbitale sind entweder

gerade (9) Aq(i F) = Ag()

oder
ungerade (u) A, (j H) = i A, (P

Die Orbitale mit den entsprechenden Eigenschaften sind

?/@ ; 37@ (m = 0)
Yo Y& (m=81)
H 1% (m=8§2)
etc.

Wir kAnnen den Indexg; uanalog zum als zusAtzliche \Quantenzahl" au®assen.

28.2 LCAO{NAherung

Die SchrAdingergleichung fAir den Hamiltonoperator (28.Bt exakt |Asbard.h.
die WF lassen sich durch bekannte analytische Funktionen ausdaign. Die ma-
thematische Form der LAsungen ist allerdings sehr kompliziarhd soll hier nicht
diskutiert werden.

Wir beschrAnken uns auf ein einfaches und fAir die Praxisv&ust wichtiges
NAherungsverfahren zur Bestimmung der MolekAlorbitale edi CAO{Methode (li-
near combination of atomic orbital3. Der allgemeine Ansatz ist

A® =" aAM® (28.6)

A ist ein MolekAlorbital. Die A sind Orbitale, die an den einzelnen Atomen zen-
triert sind.

Im Falle von H; ist der einfachste Ansatz
(A= chAa+ oy (28.7)

wobeiA, (Ay) 1s{Orbitale am Atom a(b) sind. c,; ¢, sind unbekannte Koe+zienten.
Wir bestimmen sie aus denVariationsprinzip

n
r\~ ~
Ié“HeA dr
A"A dr

E = =min (28.8)
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(Bemerkung: Am Beispiel des He{Atoms haben wir eine Variationschnung fAr
ein 2{Elektronensystem durchgef@ihrt; beachte, da¥ wir hieun eine Variations-
rechnung fAir ein 1{Elektronensystem mit komplizierter Geoatrie durchfAhren.
Im Gegensatz zu unserem Ansatz beim He{Atom ist (28.7) ein linear&ariati-
onsansatz.)

A von (28.7) ist ein ¥{Orbital (s.0.) und daher reell. c, und ¢, sind also reell.
Damit z z

drA2= G+ G+2c0 dr AA

da z z
dr A= drA=1

De nition: 2
S= drAA
Z 3 3 .
= drA i R. A £i Ry (28.9)
@berlappungs (overlap) Integral

z Z Z z
de ARA = & dr ARA+ @ de ARA+2c0  de AHA,

De nition: 2 2
dr ALRA, = drARA, = ®
z oz (28.10)
dr AABA, = drARA, =~

(sog. \Matrixelemente" von H, sind i.a. analytisch berechenbar).
Also

_ ®(c§+cz)+2_cacb
E = cZ+ cb7b+2 Scaty (28.11)
Die StationaritAtsbedingungen
A @ ! A@ !
E E
— =0 ; — =0 28.12
@) @¢ ( )
liefern (s. ébungen)
/-\®l E _i SE:/-\ Ca: _/-\O:
i SE ® E ¢ O (28.13)
Homogenes lineares Gleichungssystenichttriviale LAsung nur fAr
-®i E i SE-_j (28.14)

i SE ®; E
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(SAkulargleichuny
(®i E)*i (i SE)’=0
®i E=8( i SE)
®i E= " SE ®j E=j (i SE)
® =(1j SYE ®+ =(1+ S)E
E = Ts E. = & (28.15)

Einsetzen vonE, und Bestimmung der Koezzienten liefert
fNFE=E,: C=0

fArE=E, : &=iG

Orbital zur Energie E. :

>
¥
11

N+ (Aa+ Ay)

Orbital zur Energie E; :

Ai = N; Aai A) R

Die Normierungsfaktoren folgen aus der Bedingungd+A? = 1. Einfache Rech-
nung ergibt

Ng = (2 § 2S)

Damit
~ 1 . ®+_
A, =2+29)z(A+A) E, = 15s (28.16)
o 1 . ®;
A=@Ri29Ai A) B =g (28.17)

Einsetzen vonH in die De nition von ®und ~ liefert nach einfachen Umformungen
(E1s = Grundzustandsenergie des H{Atoms)

1 .
®= Eis+ ﬁi JO
H 1ﬂ (28.18)
= E15+ ﬁ S| ko

mit den (positiven) Integralen

o o1
o= df—Aa_

. o (28.19)
ko= A=Ay

lab

j? hat eine einfache Bedeutung: elektrostatische WW der Ladungsteilung A2
mit dem zweiten Proton. k® hat kein klassisches Analogon. Eingesetzt in (28.17)

H T 504 0
1 j°+ k
Ei= Eist 5
R 1+S
H 11 o, ko (28.20)
Ej = Eis+ > i
: R 1; S
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Daj%ko> 0undk®>j 0 ist E; <E s <E,; (fAir nicht zu kleineR):

\\ E+ //

FArR!1 ist E, = E, = Ejs. FAr abnehmende® wird E. abgesenkt, d.h.
wir haben chemische Bindung in diesem Modell von;H

E

Eis RO R

Die Auswertung der Integrale liefert fAirR, und D

experimentell :
Ro=1:3A Ry =1:06(A
D =1.76eV D =2:791eV

(1A=10' 8cm=10 *®m=0.1nm)

Die Zahlenwerte sind zwar schlecht, aber das Modell erklAminerhin im Prin-
zip die chemische Bindung irH?. Die NAherung steckt in dem primitiven Varia-
tionsansatz (8)!

Abb. X.1 zeigt qualitativ die MolekAlorbitale (MO's) A, und A und ihre
Quadrate. Es ist

AZ » A2+ A2 +2AA, (28.21)

A2 » R+ R2i 2AA, (28.22)

Auf der \Mittelebene" des MolekAils istA, = A, und damit A, = 0. A, hat also
eine Knoten°Ache.
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Abb. X.1: Wellenfunktion (links) und Elektronendichte (re chts) fAir das bindende (oben)
und antibindende (unten) Orbital von H ».



X 28. DAS H;{MOLEK BLION 133

A, \konstruktive Interferenz" der Amplituden Ay; A, zwischen den Kernen.
Ai \destruktive Interferenz" der Amplituden A,; A, zwischen den Kernen.

ErklArt anschaulich, warumA? die Kerne zusammenhAlt, wAhrend? die Ker-
ne abstAYat.

Aufgrund dieser Eigenschaft heivat

A, : bindendes Orbital
A, : antibindendes Orbital

Dieses Konzept ist sehr wichtig, da es sich allgemein auf Molésitale von zwei-
atomigen MolekAilen anwenden 1AY.t.

28.3 Diskussion der chemischen Bindung in H 5

Da das B4gOrbital in H 5 das einfachste Beispiel einer chemischen Bindung Aiber-
haupt ist, ist es interessant, die EnergiebeitrAge zur Bindumgwas genauer zu ana-
lysieren. Insbesondere zeigt eine solche Analyse, da¥ manchesjidaiErklArung,
die man in LehrbAchern "ndet, falsch ist( s. Kutzelnigg, Einflrung in die Theo-
retische Chemie, Bd. 2x3)

Wir haben gesehen, da% der LCAO{Ansatz mit je einem 1s{Atomorlkit (sog.
Minimal{Basis) die chemische Bindung in B im Prinzip erklAren kann. Wir ha-
ben gesehen, da¥. dagg{Orbital Aber das ganze MolekAl delokalisiert ist. Man
kann argumentieren, da¥s dies zu eine@ewinn an kinetischer EnergidAihrt (nach
der UnschArferelation). Man kann auch argumentieren, dale dikkumulation von
Elektronendichte zwischen den Kernen (konstruktive Interfenz) zu einerAbsen-
kung der potentiellen Energiddihrt. Beides wird in LehrbAchern hAug zur Er-
kIArung der chemischen Bindung in H herangezogen (z.B. Atkins). Welche Er-
kIArung ist richtig?

Abb. X.2 zeigt die Zerlegung der Energie, die sich in MinimalbaLCAO{
NAherung ergibt, in kinetischen und potentiellen Anteil. Marsieht, da¥s in der
Gegend des Energieminimums die kinetische Energie abgeseiskt wAhrend die
potentielle Energie grAYser ist als fAir separierte Atome. MsehlieVat daraus, da¥a
die Absenkung der kinetischen Energiilir die Bindung verantwortlich ist.

Dieser Schluva ist abdralsch Das Resultat in Abb. X.2 ist eine Konsequenz der
UnzulAnglichkeit des NAherungsansatzes. Es spiegelt nichtwligklichen VerhAlt-
nisse in H wider.

Worin liegt die SchwAche des LCAO{Ansatzes vox28.2?
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Abb. X.2: BeitrAge der kinetischen Energie T) und der potentiellen Energie (V) zur
Gesamtenergie E) flir H; (1%) in LCAO{NAherung.

FArR!1 hatunsere NAherungsfunktion die richtigen Eigenschaftenhdsie
geht in H1s{Orbitale Aber. Auch die berechnete Energie gehtrkekt fir R ! 1
in die H1s{Energie { 0:5a.u.) Aber.

FArrR! 0 (vereinigte Atome) ist dies anders. Es ist

lim Al%g: lim qlii (Aa-i- Ab)
RI O RIO " 2(1+S)
FArR! Owird S=1und A, = A, und damit
FLl!mOAl%g: Ags

Der Hamiltonoperator fAirR ! 0 ist aber der des vereinigten Atoms, d.h. He
Die tatsAchliche Eigenfunktion fAR = 0 ist

A= N% %
statt .
Als = N el %

Diese Beobachtung legt sofort einen verbesserten Variationsatzsaahe, nAmlich

Riyg= Ny A+ A (28.23)

mit

. Jri Raj

A, = Ne' ~ = "= "(R) (28.24)
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Abb. X.3: BeitrAge der kinetischen Energie T) und der potentiellen Energie (V) zur
GesamtenergieE . Links: LCAO{NAherung mit optimalem “. Rechts: exakte Rechnung.

Wenn der Exponent” fAir jedesR optimiert wird, kann sich die radiale Ausdehnung
der WF optimal einstellen, d.h. es ergibt sich

11 fAr R!1
"1 2 fAr R! O

Der Ansatz (28.23,28.24) liefert eine wesentlich verbessertesBereibung der ¥.d
WF von H3 . Es ergibt sich (in guter Bbereinstimmung mit Exp.)

experiment:
Ro=1:06A Rg=1:06(A
D =2:25eV D =2:79eV

Abb. X.3 zeigt die Zerlegung der Energie fAir diese verbesserte \lkinetische
und potentielle Anteile, im Vergleich mit der vAllig exakta Rechnung. Man sieht,
da¥s am GleichgewichR,

T(Ro)>T(R=1)
V(R) <V (R=1)
ist, umgekehrt als in Abb. X.2. Die kinetische Energie des Elekdns in H; ist

also grAvserls die kinetische Energie im H{Atom.Der Energiegewinn beruht auf
potentieller Energie

Abschlievsend wollen wir den Zusammenhang mit einem allgemeiffdreorem,
dem sog.Virialsatz, diskutieren.
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FAr ein Atom (nur Coulomb{WW) in einem stationAren Zustandj2 i lautet
der Virialsatz (s. z.B. Levine,x14)

21Ti = {h Vi (28.25)

mit

hri = jTj2 i (28.26)
Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist gerade die H#&lfdes Erwartungs-
wertes der potentiellen Energie. Damit

E=Hi="hr+Vi
HTi + hVi
hrij 2hTi

ihTi

(28.27)

FAr MolekAileim stationAren elektronischen ZustAnden bei festgehaltenriken
(d.h. R ist Parameter) gilt der verallgemeinerte Virialsatz(s. z.B. Levine,x14)

2HTi + i+ R&EL =0 (28.28)

Am Gleichgewichtsabstand ist%. = 0, und damit gilt wie in Atomen

E=Hi=hTi (28.29)

Da E (Rg) <E (R = 1) sein mu¥ fAir chemische Bindung, mu¥s notwendigerweise
hTig, > hTig (28.30)

sein. D.h. die kinetische Energie der Elektronen mu% zunehmen bei cisemer
Bindung!

Es ist zu beachten, da¥ der Virialsatz streng nur fAexakte WF gilt, nicht
notwendigerweise fAir NAherungslAsungen. Die Minimalbas@NO{NAherung mit
1 ist eine grobe NAherung, und daher ist der Virialsatz verletzAbb. X.2).

Die LCAO{NAherung mit optimiertem ~ (R) erfAllt dagegen den Virialsatz.

Man kann das Verhalten der kinetischen Energie im Hnoch genauer analy-
sieren, indem man getrennt die Erwartungswerte vofi,; Ty; T, berechnet

*

hTyi = | =—- ;etc. (28.31)

Man ndet (Kutzelnigg, l.c. ), da¥hT,i und hT,i relativ zum H{Atom zunehmen,
wAhrendhT,i abnimmt. LAngs der Bindungsachse ndet also tatsAchlich eine-E
niedrigung statt, die Alberkompensiert wird durch das Anwachseler kinetischen
Energie senkrecht zur Bindungsachse (Kontraktion der WF durcNergrA¥serung
von ).
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+

28.4 Angeregte ZustAnde von H 3}

Wir haben bisher die WW eines Protons mit einem H{Atom imn = 1 Grund-

zustand betrachtet. Wenn wir dies auf angeregte H{Atome erwern, erhalten

wir energetisch hAher liegende MolekAilorbitale, die anggten ZustAnden von K

entsprechen. Analog zu den LAsungéky von sind diese Orbitale durch Linear-
kombinationen der Atomorbitale gegeben. Innerhalb der LCB{NAherung ist es
zweckmAYiig, die Atomorbitale, aus denen die MolekAlloahét entstehen, mit an-
zugeben. Unter BerMicksichtigung der Raumspiegelungssymmetwerden die re-
sultierenden MO's folgenderma¥zen bezeichnet (siehe Abb. X.4 Rlustration der

g,u{Symmetrie).

Atomorbitale ~ MolekAlorbital

Is,+1sy 1s% 2MQO's aus
1s,i 1sp 1s% 2A0's
2S,+2sp 2s% 2MQ's aus
2S.i 25 2% 2A0's

2p i 2p? 2p% 6MO’s

2p{@ + 2 piP) 2p%4 aus

2p&) +2p0) 2pY4 6A0's

294y i 20 2%

Die Orbitale sind bindendbei konstruktiver Interferenz zwischen den Kerneri/; ¥4)
bzw. antibindendbei destruktiver Interferenz @;Y). Die antibindenden Orbitale
werden oft mit einem Stern® gekennzeichnet.

Mit Hilfe dieser Orbitale k&Annen wir komplexere zweiatomigdolekAlle genauso
diskutieren wie wir komplexere Atome (He) diskutiert haben. BAheteronukleare
MolekAile entfAllt der g,u{lndex.
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Abb. X.4: % und ¥ Orbitale des
homonuklearen zweiatomigen Mo-
lekAlls.
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29 Das H > MolekAl

H, ist das einfachste neutrale MolekAl und ist daher grundlegeir das VerstAnd-
nis der chemischen Bindung. Im K haben wir insbesondere erstmals die Bindung
durch ein Elektronenpaar Elektronenpaar{Bindung, kovalente Bindung

29.1 Die MolekAlorbital{Beschreibung von H >

Der erste und einfachste Schritt ist, den Hamiltonoperator anachreiben. Wir
beschrAnken uns von vornherein auf die NAherung xierter Kex Koordinaten:

. 1lm~2. 1 . 1 . 1 . 1 1
1N Bl Bl Bl Bl el

ﬁ:;%r

Eine NAherungslAsung der SchrAdingergleichung

RN

(29.1)

1
faz b tor ! T2 r R

Ha= Ea

erhalten wir wie beim He{Atom dadurch, da¥ wir 2 Elektronen irdas niedrig-
ste Orbital (1%) setzen. Dies ist die NAherung unabhAngiger Elektronen. \&ag
des Pauli{Prinzips mAissen die Elektronen antiparallelen 8phaben (S=0). Wir

bauen die Gesamt{WF des 2{Elektronensystems also aus Molekdsitalen des
Einelektronensystems auf:

2 o = Agsg(t1) Arsig(2) pl—g f&1) (2)i ®&2) (1)g (29.2)

Analog zum Grundzustand des He{Atoms. Im folgenden nehmen wir adal/Al%g
die exakte WF des H; {Problems und nicht die primitive LCAO{NAherung vom
vorangegangenen Abschnitt (um nicht die Fehler verschiedendAherungen zu
Aberlagern).

a vo ist exakte Eigenfunktion des Problems ohne Elektron{Elektno{WW, d.h.
des Hamiltonoperators

o~ 2t et e R

A=A ri B=f+ &

-

NI =

(29.3)

Dies kAnnen wir auch schreiben als

Ro = fo(1) + fo(2) i & (29.4)

R
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wobei

ﬁo=i

der Hamiltonoperator des H {Problems ist.

~2. 1. 1
J |ra|r+

(29.5)

NI
o
A=

Es sei nochmals betont, da¥s \Paarung der Spins" in (29.2) nickine Folge der
WW der Spins ist, sondern eine Konsequenz des Pauli{Prinzips. & Singlett{
Spinfunktion (antisymm.) ist die einzige MAglichkeit um bele Elektronen in das
energetisch gAinstigste ¥g{Orbital zu bekommen.

Die einfachste AbschAtzung des E®ekts der Elektron{ElektroMw ist (wie
beim He{Atom) StArungstheorieDie Grundzustandsenergie in 1. Ordnung StArungs-
theorie ist 3

+, R o
E! =2E0 H3 i &+ dé®foit?wmo (29.6)

3

Dabei istE, H, die (exakte) Grundstands{Energie von H (abhAngig vonR).

Wenn man E” berechnet und das Minimum als Funktion vonR aufsucht,
erhAlt man

Ro = 0:850A D =2:681leV
Die tatsAchlich Werte fAr das FMolekAl sind
Ro=0:740A D =4:75eV

Wie erwartet sind die Zahlenwerte (insbesonder®) nicht genau, daé keine
kleine StArung ist und StArungstheorie 1. Ordnung daher hicausreichend ist.
Dennoch wird die chemische Bindung in Hwenigstens im Prinzip erklAurt.

Der Ansatz (29.2) fAr 2yo und die StArungstheorie (29.6) sind von pAdagogi-
schem Interesse, weil wir auf einfachste Weise eine Vorstellungner Struktur der
H,-Wellenfunktion bekommen. FAr die praktische Anwendung hadie StArungs-
theorie nach% keine Bedeutung. Stattdessen benutzt man di¢ariationsmethode
zur Konstruktion approximativer Mehrelektronfunktionen.

Die MO{Wellenfunktion (29.2) ist noch nicht die bestmAglice Grundstands{
WF im der NAherung unabhAngiger Elektronen. Wir hatten jai\l%g fest vorge-
geben. Wenn wir (29.2) alsvariationsansatz betrachten, dann kAnnen wirAl%g
so optimieren, da¥ sich die tiefste Energie von ldrgibt (bei festenR). Dies ist
analog zu unserer Variationsbehandlung des He{Atoms. Wir hattedort gesehen,
da¥s die Optimerung des Exponenten voA;s eine akzeptable Beschreibung des
He{Grundstandes liefert.

Im Falle von MolekAilen benutzt man zweckmAYzig einen LCAO{gatz fAr die
MolekAilorbitale und variiert Exponenten sowie die Koexzieten der Linearkombi-
nation. (Theorie des selbstkonsistenten Feldes, Hartree{Fock{Tdree).
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FAr H, liefert der MO{Variationsansatz einen sehr guten Wert fAR,. Aller-
dings beschreibt der MO{Variationsansatz das Dissoziationsvealten (R!1 )
falsch.

29.2 Die Heitler{London{NAherung

Es ist instruktiv, die MO{WF (29.2) etwas genauer zu analysiemne. Wir benutzen
dazu zusAtzlich die LCAO{NAherung fAr das;HOrbital

Aryig= Pﬁ (At A) (29.7)

Der Raumanteil von 2o wird damit

5 = Rag(r) Rag(2) = 5o TA1) + A AR) + A2)

210 = 755 TAMAR) + ADAR) + ADAR) + ARAML]  (29.8)

Interpretation:

A, (1)A.(2): beide Elektronen am Kerna : H' H*

Ay(1)A,(2): beide Elektronen am Kernb: H Hi

Aq(1)As(2) und Aq(2)Ay(1): je im Elektron an jedem Kern : HH

Man nennt:H' H* bzw. H" H' : ionische Terme
HH :kovalente Terme

Die MO{WF enthAlt also ionische Terme und kovalente Terme migleichem Ge-
wicht. Die ionischen Term haben aber hohe Energie: die lonisierungsgegie vonH
(13.6eV) ist wesentlich grAYser als ElektronenaxnitAt vat (0.75eV) (es ist also
energetisch ungAinstig, beide Elektronen an ein Proton zu sem).

Es ist daher naheliegend, die ionischen Terme wegzulassen, udden Raum-
anteil direkt anzusetzen:

a () = N fA(D)AR) + Au(2)Al(1)g (29.9)

Dies ist dieHeitler{London{WF des Wassersto®molekAls. Der Spinanteil ist weiter-
hin die antisymmetrische Singlett{Funktion, da (29.9) symmatisch ist bezAglich
Permutation 1$ 2.

e = NFAL)AR) + A2)A)g 5 T&(1) ()i &2) (1)g (29.10)

Berechnung der Energie
z
ES™M = ded v Al

und Aufsuchen des Minimums bezAiglicR liefert
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experimentell :
Ro = 0:869A Ro = 0:740RA
D =3:140eV D =4:75eV

Diese Zahlenwerte sind tatsAchlich wesentlich besser als die ébmigjsse mit der
MO{Wellenfunktion mit dem primitiven LCAO{Ansatz (29.7). Di e HL{WF liefert
immerhin 70% der Dissoziationsenergi€€{"") hat auch das korrekte Dissoziati-
onsverhalten R !'1 ).

Die ionischen Terme ganz zu unterdriicken ist jedoch eif¥ertreibung. Ein
noch besserer Ansatz ist, die ionischen Terme mit einem Faktprzu optimieren
(d.h., ist Variationsparameter). Eine optimierte Beimischung der inischen Terme
zu den kovalenten Terme fA&hrt dann zu noch besseren Wertem f& und D.

Obwohl die MO{NAherung bei H schlechter aussieht als der Heitler{London{
Ansatz, ist sie von grAYserer allgemeiner Bedeutung. Das Konzegt MO{NAhe-
rung IAYat sich logisch klar und praktisch problemlos auf allgeme MolekAile an-
wenden. Korrekturen dazu kAnnen systematisch berechnet wendStArungstheo-
rie bezAglich Elektron{Elektron{WW oder Kon gurations{WW (Cl)).

Die Verallgemeinerung des Heitler{London{Ansatz hei‘Malenz{Bond{Methode
(VB). Sie soll hier nicht weiter diskutiert werden.



